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4次元多様体の図示の方法である Kirby diagramとその diagramの変形方法である Kirby calculusについて
述べる．

1 Kirby diagram

パラコンパクト可微分多様体は，Morse 理論から handle 分解が可能である．4 次元多様体は 0-handle,

1-handle, 2-handle, 3-handle, 4-handle に分解することができる．0, 1, 2-handle が接着されている段階で多様
体を特定できてしまう（[2]参照）ことから，0-handleに 1, 2-handleがどのように接着されているか図示する
ことで 4次元多様体を表現できる．Kirby diagramは 0-handleを R3 と見て，R3 内に 1, 2-handleの attaching

region (sphere)である S 1 を描いたものである．

定義 1.1 （Handle）0 ≤ k ≤ nに対して n次元 k-handle hk ! Dk × Dn−k

handle は多様体の境界に接着される．hk において ∂Dk × Dn−k を attaching region，∂Dk × 0 を attaching

sphere，0 × ∂Dn−k を belt sphereという．
Kirby diagram を描くには，まず 4 次元多様体を handle 分解する．そして，でてきた 0-handle, 1-handle,

2-handle を，位置関係に気をつけながら以下のように描く．まず，0-handle は h0 = D0 × D4 であり，その
belt sphere は 0 × ∂D4 = S 3 であることから， S 3 を R3 と見て h0 の belt sphere は R3 であると思う．次に
1-handleは h1 = D1 × D3 であり，その attaching regionは ∂D1 × D3 = {±1} × D3 である．すなわち，2つの
D3 が attaching regionとなる．よって，R3 内に 2つの D3 を描けば 0-handleに 1-handleが接着されている様
子を表現できたことになる．この 2つの D3 は dotted circleとして表すことも可能で，dotted circleの方が扱
いやすいため，以下 1-handleの表記は dotted circleを用いる．最後に 2-handleは h2 = D2 ×D2 であり，その
attaching regionは ∂D2 × D2 = S 1 × D2 である．S 1 × D2 を描くのは大変なので，attaching sphere（S 1 × D2

の中心線）である S 1 と，framing coefficientを添えて描くことで 2-handleの接着されている様子を表現する
ことにする．以上より，Kirby diagramは R3 内に dotted circleと framing付きの circleが描いているようなも
のとなる．また，3, 4-handleはいくつあるかわかるように diagramの横に ∪h3 ∪ h4 などと書くことにする．

例 1.2 CP2, S 2 × S 2, S 3 × S 1 の Kirby diagramは図 1のようになる．
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2 Kirby calculus

X : n次元多様体

定義 2.1 （slide）h1, h2 を k-handle (0<k<n) で，∂X に接着されているものとする．h2 を渡る h1 の slide と
は， h1 の attaching sphere を ∂(X ∪ h2) 上で滑らせて h2 の belt sphere を通ったのち完全に分離することで
ある．

命題 2.2 （cancel）0 ≤ k ≤ n として，(k − 1)-handle の belt sphere と k-handle の attaching sphere が一点で
横断的に交わるとき，(k − 1)-handle と k-handle は cancel することができる．このとき，(k − 1)-handle と
k-handleを cancelling pairという．

上の命題は，X ∪ hk−1 ∪ hk と X が diffeomorphismであることからわかる．

定理 2.3 (X, ∂−X)の任意の２つの Kirby diagramは

• handle slides

• creating/annihilating cancelling pairs

によって移り合う．

slide と cancel が Kirby diagram のなかでどのように表されるのかをみていく．まず slide は，slide され
る方の S 1 のコピーと slide する方の S 1 のバンド和を取ることで得られる．S 1 にあらかじめ向きを定めて
おくと向きを保つようにバンドを貼る場合とそうでない場合が考えられる．向きを保つようにバンドを貼る
slide を add，そうでない slide を subtract という．2-handle を他の 2-handle に slide させる場合，slide する
方の 2-handleの framing coefficientが変化することに注意しなければならない．具体的には slideされる方の
S 1 ! K1 の framing coefficient を n1，slide する方の S 1 ! K2 の framing coefficient を n2 とすると，K2 の
framing coefficientは n2 から n1 + n2 ± 2lk(K1, K2)に変化する（addのときは +，subtractのときは −）．
次に cancel だが，Kirby diagram では，dotted circle と framing circle が Hopf link の形になっている時に

cancelができる．cancelしたい handleたちに他の handleが絡んでいる時はうまく slideして解く必要がある．
Handleの slideと cancelを使うことで，正体不明の多様体を特定することができる．

例 2.4 図 2の Kirby diagramで表される多様体は S 2 × S 2 である．
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AdS3空間

東京大学大学院数理科学研究科修士２年　浅香 猛

1 動機
”AdS3 空間内のある条件を満たす曲面全体の空間” と ”曲面のタイヒミュラー空間と measured geodesic

laminationの空間の直積” との間に良い対応があり、Thurstonの地震定理の別証明が生まれた ([M])。これ
が曲面の双曲幾何についての新たな研究方策の端となり、今も注目されている、らしい。

• タイヒミュラー空間とは、ある曲面に対し、その複素構造と基本群の標準生成系の組をすべて集めたも
の。複素構造のみを考えすべて集めたものはモデュライ空間と呼ばれ多様体とはならない。それに対
し、タイヒミュラー空間はより厳しい目で類別しているおかげで、ある次元の球と同相な多様体とな
る。([IT]参照)

• measured geodesic lamination とは、ある曲面に対し、”互いに交叉を持たない複数の測地線よりな
る閉集合” と ”その閉集合を台にもつ測度”の組である。ただし、測度には幾つか条件を持たせる。
([CB],[PH]参照)

• Thurstonの地震定理とは、タイヒミュラー空間の任意の 2つの元に対し、一方に earthquakeという
操作をする事で必ずもう一方に変形できるというもの。geodesic laminationに沿って曲面をズラして
変形するイメージである。(良い文献を探し中)

2 AdS3 空間の定義・性質
R2,2:= {x= (x, y, u, v) ∈ R4} with 内積< x,x′ >:= xx′+yy′−uu′−vv′、計量 dx2+dy2−du2−dv2

ÂdS3 := {x ∈ R2,2| < x,x >= −1}
とおく。R2,2 の接空間はR2,2 と同一視されるので、実は計量は内積より定まっている。さらに

R2,1 := {x= (x, y, u) ∈ R3} with 内積 < x,x′ >:= xx′ + yy′ − uu′、計量 dx2 + dy2 − du2

H := {(x, y, u) ∈ R2,1| x2 + y2 − u2 = −1, u > 0} with R2,1 より誘導される計量
D:= {z ∈ C| |z| < 1} with ポアンカレ計量 |dz|

Im z

とおく。さらに
H × S1 := {(x, y, u, θ)| (x, y, z) ∈ H, θ ∈ [0, 2π] mod 2π} with 計量 dx2 + dy2 − du2 − t2dθ2

とおく。また、
isom∼= で等長な全単射が存在することを表す。

Proposition 1 D
isom∼= H 　さらに　 ÂdS3

isom∼= H × S1

(poof) １つ目は、f : H → D、f(x, y, u) =
x+ iy

1 + u
でよい。逆に解き直せば、全単射が示せ、あとは計算で

等長と示せる。２つ目は、g : H × S1 → ÂdS3、g(x, y, u, θ) = (x, y, u cos θ, u sin θ)で同じく示せる。!
この２つの同型より、トポロジー的には ÂdS3 は solid torus D×S1 と見てよい。 計算するときはH × S1

を用いればよい。



ÂdS3 に対し、xと −xを同一視した商空間 AdS3 := {x ∈ R2,2| < x,x >= −1}/x ∼ −x

として AdS3 空間は定義される。
さて、早速見づらいのでD×S1 = {(z, θ)| |z| < 1, θ ∈ [0, 2π] mod 2π}で考えよう。D×S1 での同値関係
は、Proposition 1 の証明より、(z, θ) ∼ (−z, θ + π) となる。これはつまり、ÂdS3 を 0 ≤ θ ≤ π の部分と
π ≤ θ ≤ 2π の部分に分け、後者の θ = 2π を掴んで捻りながら、前者の θ = 0から突っ込み、最終的に π だ
け回った θ = 2π の円盤が前者の θ = π の円盤と重なり、後者の θ = π の円盤が回らずそのまま前者の θ = 0

円盤と重なり合うまで入れ込む。こうして２つの部分について、重なった部分が同一視される。
いったん、ÂdS3 に戻ろう。

M2(R):= {2× 2行列 } with 内積 < A,B >:=
1

2
trAB∼, B∼ := (detB)B−1

と定義する。M2(R)の接空間はM2(R)と同一視できるので、計量も内積より定まる。

Proposition 2 R2,2
isom∼= M2(R)　さらに　 ÂdS3

isom∼= SL(2,R)　そして　 AdS3

isom∼= PSL2(R)

(proof)　１つ目は、Φ :R2,2→M2(R), Φ(x, y, u, v) :=

(
x+ u y − v

y + v −x+ u

)
　より、示される。Φは線形写

像なので、内積について不変と示せば、そのまま計量について不変であると示したことになる。２、３つ目は
定義よりすぐに示される。　 !
Isom+(ÂdS3) := {φ̂ : ÂdS3 → ÂdS3,向きを保つ等長な全単射 }
Isom+(AdS3) := {φ : AdS3 → AdS3, 向きを保つ等長な全単射 }

とおく。
gp.isom∼= で、群同型を表すとする。

Proposition 3 Isom+(ÂdS3)
gp.isom∼= SL2(R)×SL2(R)/{±I×I}　また　 Isom+(AdS3)

gp.isom∼= PSL2(R)×PSL2(R)

(proof) Ψ : SL2(R)×SL2(R) → Isom+(ÂdS3),　 (g, h) '→ (x '→ gxh−1)

と定め、終域が Isom+(ÂdS3)に収まっていること、核が (I, I) or (−I,−I)（I は単位行列）であることを計
算でまず確かめられる。あとは全射を示せば良い。ImΨが ÂdS3 に transitiveに作用していることはすぐに
分かる。よって、Isom+(ÂdS3)の２つの元について、ÂdS3 のある一点の像および微分が等しければ、同じ
元である。よって、f ∈ Isom+(ÂdS3)に対し、 {x∈ ÂdS3| Φ(g, h)(x) = f(x), xにおいて Φ(g, h)と f の
微分も等しい }は ÂdS3 内で開集合となる。閉集合となるのは、明らかで、ÂdS3 は Proposition 1より連結
であるから、ÂdS3 そのものとなる。よって、Ψ(g, h)は f と一致するので全射が確かめられた。後半も ÂdS3

に持ち上げて考えれば前半よりすぐ導かれる。!
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άϥϑ͔Βఆ·Δෳମʹ͍ͭͯ
େࡕେֶཧֶڀݚՊM2ɹখ࿏࢙࿕

§1 ͡Ίʹ
G = (V,E)Λ༗ݶ୯७άϥϑͱ͢Δ. c : V → {1, · · · , n}͕ proper n-coloring

Ͱ͋Δͱ,uv ∈ EͳΒ c(u) ̸= c(v)Λຬͨ͢ͱ͖Λ͍͏. proper n-coloring͕
ଘ͢ࡏΔΑ͏ͳ࠷খͷ n ∈ ZΛGͷ࠼৭ͱ͍͍ χ(G)Ͱද͢. χ(G)ͷ
άϥϑෆมྔͰ͋Δ. χ(G)ΛٻΊΔΛ graph coloring problemͱ͍͏. graph

coloring problemఆ͔ٛΒԼ͔ΒͷධՁ͕ॏཁʹͳͬͯ͘Δ͕ɺ͜ΕΛٻΊΔͨ
Ίʹ༷ʑͳෳମ͕ಋೖ͞Εͨ [1]. ຊߘͰͦͷҰ෦Λհ͢Δ.

§2 ۙෳମ
Definition 1 G = (V,E)Λ༗ݶ୯७άϥϑͱ͢Δ. ू߹͕ V Ͱ, common

neighborΛͭ V ͷ෦ू߹Λ୯ମͱ͢ΔΑ͏ͳ୯ମෳମN(G)Λۙෳମͱ͍
͏. ͜͜ͰA ⊂ V ͷ common neighborͱ, ҙͷ a ∈ Aͱྡ͢ΔΑ͏ͳ V ͷ
.ͷ͜ͱͰ͋Δݩ

ྫ͑, KnΛશάϥϑͱ͢Δͱ, N(Kn)ඪ४ (n−1)-୯ମ∆n−1ͷ boundary

complexͱͳΔ.

Ґ૬ۭؒXʹରͯ͠X͕ k-connectedͰ͋Δͱ,ҙͷ i ∈ {−1, · · · , k}ͱ
ҙͷ x ∈ Xʹରͯ͠, ϗϞτϐʔ܈ πi(X, x) ͕ࣗ໌Ͱ͋Δͱ͖Λ͍͏. ͜Ε, 
ҙͷ i ∈ {−1, · · · , k}ʹରͯ͠, iٿݩ࣍໘ Si͔ΒX ͷ࿈ଓࣸ૾͕ৗʹ i + ࣍1
.ԁ൘Di+1֦ுͰ͖Δ͜ͱͱಉͰ͋Δݩ

ۙෳମͷҐ૬ graph coloring problemʹ͓͍ͯॏཁͳใΛ༩͑Δ :

Theorem 2 (Lovász, 1978, [1]) ҙͷάϥϑGʹରͯ͠, |N(G)|͕ k-connected

Ͱ͋Ε, χ(G) ≥ k + 3 ͕Γཱͭ.

Definition 3  n,k ͕ k ≥ 1, n ≥ 2kΛຬͨ͢ͱ͢Δ.ू߹Λ
({1,··· ,n}

k

)
:=

{ u ⊂ {1, · · · , n} | ♯u = k }ͱ͠, u, v ∈
({1,··· ,n}

k

)
͕ u ∩ v = ∅Λຬͨ͢ͱ͖ u

ͱ vΛลͰ݁Ϳ. ͜ͷΑ͏ʹͯ͠ಘΒΕΔ༗ݶ୯७άϥϑΛKneser graphͱ͍͍,

KGn,kͱද͢.

Theorem 4 χ(KGn,k) = n− 2k + 2.

͜ͷఆཧલͷTheorem 2ͱ࣍ͷ໋͔Β༰қʹಋ͔ΕΔ.



Proposition 5 |N(KGn,k)| Sn−2kͷwedge sumͱϗϞτϐʔಉʹͳΔ.

͜ͷ໋ʹ͓͍ͯ, |N(KGn,k)|ͱϗϞτϐʔಉʹͳΔ Sn−2kͷ wedge sumΛ
͢Δߏ Sn−2kͷݸΛ fn,kͱ͢Δ, ͢ͳΘͪ |N(KGn,k)| ≃

∨
fn,k

Sn−2kͱ͢Δ.

fn,kͷҰൠʹΒΕ͍ͯͳ͍. චऀ k = 2, 3ͷ߹ͷ fn,kͷ,͢ͳΘͪ
fn,2, fn,3ΛٻΊͨ :

Theorem 6 fn,2 = n(n− 3) + 1. fn,3 =
n(n− 2)(n− 3)(n− 5)

4
+ 1.

§3 Homෳମ
§2ͰۙෳମN(G)͕ graph coloring problemΛղ͘͜ͱʹ͢ݙߩΔ͜ͱΛΈ
ͨ. ,અͰࠓ Homෳମͱ͍͏֓೦ͱHomෳମ࠼৭ͷԼ͔ΒͷධՁΛ༩͑Δ
͜ͱΛհ͢Δ.

Definition 7 G = (V (G), E(H)), H = (V (H), E(H))Λ༗ݶ୯७άϥϑͱ͢Δ.

G͔ΒH ͷmultihomomorphismͱ, ࣸ૾ ϕ : V (G) → 2V (H) \ {∅}Ͱ͋ͬͯ,

ҙͷ v ∈ V (G)ʹରͯ͠ f(v) ∈ ϕ(v)Λຬͨ͢Α͏ͳࣸ૾ f : V (G) → V (H)͕
ඞͣ graph morphismͱͳΔΑ͏ͳͷͷ͜ͱΛ͍͏. G͔ΒHͷmultihomo-

morphismશମͷू߹ΛHomෳମͱ͍͍, Hom(G,H)ͱද͢.

Hom(G,H)࣍ͷΑ͏ʹͯ͠CW-ෳମͱݟͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ϕ ∈ Hom(G,H)ͱ͢Δ. ·ͣ, 2V (H) \ {∅}ͱ∆♯V (H)−1ͷ faceશମͷू߹͕ࣗવ
ʹಉҰࢹͰ͖Δ͜ͱʹҙ͢Δ. ͜ͷಉҰࢹͷԼͰ, ֤ v ∈ V (G)ʹରͯ͠ ϕ(v)(⊂
V (H))∆♯V (H)−1ͷ face Fϕ

v ΛఆΊΔ. ͦͯ͠, ϕͱ
∏

v∈V (G)

Fϕ
v

(
⊂

∏

v∈V (G)

∆♯V (H)−1

)

ΛಉҰ͢ࢹΔ. Hom(G,H)ͷزԿֶత࣮ݱ |Hom(G,H)|Λ

|Hom(G,H)| :=
⋃

ϕ∈Hom(G,H)

( ∏

v∈V (G)

Fϕ
v

)

ͱఆٛ͢Δ.ɹ
|Hom(K2, H)|ح࣍αΠΫϧάϥϑ C2r+1ΛఆٛҬͱ͢ΔΑ͏ͳ Homෳମ

|Hom(C2r+1, H)|ʹ free Z2-action͕ೖΔ.

Ұൠʹ, Z2-space Xʹରͯ͠, ࿈ଓͳZ2-map Sk → X͕ଘ͢ࡏΔΑ͏ͳ࠷େͷ
 k ≥ 0ΛX ͷ Z2-coindexͱ͍͍, co-ind(X)ͱද͢. ͜͜Ͱ, Z2ͷ Skͷ࡞
༻ antipodal actionͰ͋Δ.

Theorem 8 (Babson, Kozlov, [3]) ҙͷ༗ݶ୯७άϥϑGͱਖ਼ rʹରͯ͠,

χ(G) ≥co-ind(|Hom(C2r+1, G)|) + 3͕Γཱͭ.
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͍ͯͭʹݸͷܗ֯ࡾࢠ֨

ਢࢁ ༤հ ∗
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Z2 ͷ༗ݶ෦ू߹ͷ R2 ʹ͓͚ΔತแΛ֨ࢠଟ֯ܗͱΑͿɽ֨ࢠଟ֯ܗ P ⊂ R2 ͷ໘ੵɼڥք্ͷ֨ࢠ

ͷݸɼ෦ͷ֨ࢠͷݸΛͦΕͧΕ a(P ), b(P ), i(P ) Ͱද͢ɽ

ఆཧ 1 (Pick ͷެࣜ). ҙͷ֨ࢠଟ֯ܗ P ⊂ R2 ʹର͠ɼa(P ) = i(P ) + b(P )/2− 1 ͕Γཱͭɽ

ඇෛͷର (b(P ), i(P )) ͕ͱΓಘΔൣғΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 2 (Scott [2]). b, i Λඇෛͱ͢Δɽ֨ࢠଟ֯ܗ P ⊂ R2 Ͱ (b, i) = (b(P ), i(P )) ͱͳΔͷ͕ଘࡏ

͢ΔͨΊͷඞཁे݅ɼb, i ͷ͍ͣΕ͔͕࣍ 1 ͭΛຬͨ͢͜ͱͰ͋Δɽ

1. i = 0 ͔ͭ b ≥ 3.

2. i = 1 ͔ͭ 3 ≤ b ≤ 9.

3. i ≥ 2 ͔ͭ 3 ≤ b ≤ 2i+ 6.

Ͱ͖ΔɽݱͰ࣮ܗ࢛֯ͨ·ܗ֯ࡾɼ͜ΕΒͯ͢ʹߋ

͔͠͠ɼ͚֨ͩܗ֯ࡾࢠͰͲΕ͘Β͍࣮ݱͰ͖Δ͔ͱ͍͏ͱ్ʹෳࡶͳͱͳΓɼશͳղ

ΒΕ͍ͯͳ͍ɽ

ਤ 1: ˔ɿ֨ܗ֯ࡾࢠͰ࣮ݱՄɽ˓ɿ֨ܗ֯ࡾࢠͰ࣮ݱͰ͖ͳ͍͕ɼ֨ܗ࢛֯ࢠͰ࣮ݱՄɽ

ͦΕͰɼ֨ܗ֯ࡾࢠͰ࣮ݱͰ͖ͳ͍ (b, i) ͕ແݸݶͷਲ਼ମΛͳ͢Α͏ʹ͑ݟΔʢ (9, 1) ྫ֎ʣɽ

ͷఆཧ͕ΒΕ͍ͯΔɽ࣍ɼࡍ࣮
∗ຊڀݚɼՊݚඅ (՝൪߸:15J01000) ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ



ఆཧ 3 (Hofscheier–Nill–Öberg [1]). ਖ਼ͷ c ʹର͠ɼ

σ◦
c = {(b, i) ∈ Z2

≥0 | b(c− 1)/2− (c− 1) < i < bc/2− c(c+ 2)}

ͱ͓͘ɽT ⊂ R2 Λ֨ܗ֯ࡾࢠͱ͢Δͱɼ(b(T ), i(T )) ∈
⋃

c≥1 σ
◦
c ͳΒ (b(T ), i(T )) = (9, 1) ∈ σ◦

1 Ͱ͋Δɽ

ʹٯ (b, i) Λݻఆͨ͠ͱ͖ʹɼ(b, i) = (b(T ), i(T )) ͱͳΔ T ͕ͲΕ͘Β͍͋Δ͔ͱ͍͏͑ߟΒ

ΕΔɽ

ఆٛ 4. 2 ͭͷ֨ࢠଟ֯ܗ P, P ′ ⊂ R2 ͕ϢχϞδϡϥʔಉͰ͋Δͱɼ2 ྻߦͷϢχϞδϡϥʔ࣍ A ͱ

b ∈ Z2 ͰɼP ′ = AP + b ͱͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱΛ͍͏ɽ͜Εಉؔ ∼ ΛఆΊΔɽ

ճɼbࠓ = 3ʢ͢ͳΘͪɼڥք্ͷ֨ࢠ͕ͷΈʣͷ߹ʹ݁Ռ͕ಘΒΕͨɽඇෛ n ʹର͠ɼ

Tn = {Tɿ֨ܗ֯ࡾࢠ | (b(T ), i(T )) = (3, n)}/ ∼ ͱ͓͘ɽ

ఆཧ 5. ඇෛ n ʹର͠ɼxn = |{x ∈ (Z/(2n+ 1)Z)× | x− 1 ∈ (Z/(2n+ 1)Z)×}| ͱ͓͘ͱɼ

|Tn| =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1

6
xn +

1

3
2t +

1

2
(2n+ 1 = 3epe11 · · · pett , 0 ≤ e ≤ 1, pi ≡ 1 mod 6 ͱૉҼղ͢Δ߹),

1

6
xn +

1

2
(ͦͷଞͷ߹).

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

xn 1 1 3 5 3 9 11 3 15 17 5 21 15 9 27 29 9 15 35 11

|Tn| 1 1 1 2 1 2 3 1 3 4 2 4 3 2 5 6 2 3 7 3

ද 1: n ͕খ͍͞߹ͷ |Tn|.

ྫ 6. n = 6 ͷ߹ɼ2n+1 = 13 ͔ͩΒఆཧ 5 ͷૉҼղ͕Ͱ͖Δ߹ʹͨΓɼt = 1 Ͱ͋ΔɽΏ͑ʹ

|T6| =
1

6
x6 +

1

3
2t +

1

2
=

11

6
+

2

3
+

1

2
= 3.

ɼͨͱ͑ࡍ࣮

{conv{(0, 0), (1, 0), (2, 13)}, conv{(0, 0), (1, 0), (3, 13)}, conv{(0, 0), (1, 0), (4, 13)}}

ɼ(b(T ), i(T )) = (3, 6) Λຬͨ֨͢ܗ֯ࡾࢠ T શମͷϢχϞδϡϥʔಉʹؔ͢ΔશදܥͰ͋Δɽ

ҙ 7. ఆཧͷূ໌Ͱதࠃͷ༨ఆཧΛ༻͍ΔͷͰɼಉྨͷݸΘ͔ͬͯɼશදܥΛ۩ମతʹ

ΊΔͷҰൠʹ༰қͰͳ͍ɽٻ

߹ͷܗ࢛֯ΒΕΔɽ͑ߟͳͲʹରͯ͠ɼಉ༷ͷ͕ܗ֯ޒܗ࢛͕֯ͷΈͷࢠք্ͷ֨ڥ

ͷ݁ࢉܭՌ࣍ͷ௨ΓͰ͋Δɽ

෦ͷ֨ࢠ 0 1 2 3 4 5 6 7

ͷಉྨܗ࢛͕֯ͷΈͷࢠք্ͷ֨ڥ 1 2 4 6 8 15 15 18

ද 2: ɽݸͷಉྨͷܗ࢛֯ࢠ֨

ݙจߟࢀ

[1] J. Hofscheier, B. Nill and D. Öberg, On Ehrhart polynomials of lattice triangles, arXiv:1609.09526.

[2] P. R. Scott, On convex lattice polygons, Bull. Austral. Math. Soc. 15 (1976), no. 3, 395–399.



Πιτϐʔʹؔ͢Δҙ

౦ۀژେֶम࢜Ұɹ࡚ࢁɹ࢘ߊ

2017/08/24

ɹΠιτϐʔ௨ৗɺด۠ؒ I ্ͷϑΝΠόʔͷຒΊࠐΈͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔɽҰํɼ͍͔ͭ͘ͷจݙͰ

space of embeddings্ͷʡۂઢʡͱͯ͠ఆٛ͞Ε͍ͯΔ͕ɼ͜ΕΒͷఆ͕ٛಉͰ͋Δ͔൱͔ʹ͍ͭͯ͋

·Γҙ͕ΘΕ͍ͯͳ͍Α͏ʹ͏ࢥɽࠓճ࣮ࡍʹͦͷྫΛߏ͠ɼೋͭͷఆ͕ٛಉͰͳ͍͜ͱΛհ

͢Δɽ͔͠͠ɼఆٛҬ͕ίϯύΫτͰ͋Δ͔ɼ༨͕ݩ࣍ 0͔ͭఆٛҬ͕ڥքΛͨ࣋ͳ͍ͱ͖ɼ͜ΕΒͷఆٛͷ

ಉੑ༰қʹࣔͤΔɽΑͬͯɼྫ͑݁ͼཧΛ͢ڀݚΔ্Ͱ͜ΕΒΛ۠ผ͢Δඞཁͳ͍ɽ

ɹ

M,N Λ Cr ଟ༷ମʢ0ڃ ≤ r ≤ ∞ʣͱ͢Δɽ·ͨɼI = [0, 1]ͱ͠ɼt ∈ I ʹରͯ͠ p $→ (p, t)Λ tͰද͢ɽ

ఆٛ̍ (Πιτϐʔͷೋͭͷఆٛ)

ೋͭͷ Cr ૾ࣸڃ f0f1 : M → N ͷΠιτϐʔͱɼຒΊࠐΈ F̂ : M × I → N × I Ͱ͋ͬͯɼ࣍ͷਤࣜΛ

Մʹ͢Δͷͱ͢Δɽ

M × I

pr2

!!

F̂ ""

!

N × I

pr2

!!

M × I
F̂ " "

!

N × I M × I
F̂ ""

!

N × I

I I M

0

##

f0 "" N

0

##

M

1

##

f1 "" N

1

##

ೋͭͷCr૾ࣸڃ f0f1 : M → N ͷऑΠιτϐʔͱɼf0ͱ f1ͷϗϞτϐʔF : M×I → N ; (p, t) $→ Ft(p)

Ͱ͋ͬͯɼͯ͢ͷ tʹରͯ͠ Ft : M → N ͕ຒΊࠐΈͱͳΔͷͱ͢Δɽ

ɼF̂ࠓ : M × I → N × I ͓Αͼ F : M × I → N ; (p, t) $→ Ft(p) ͕༩͑ΒΕͨͱͯ͠ɼ͞Βʹ

F̂ (p, t) = (Ft(p), t)Λຬͨ͢ͱ͢Δɽ

໋̎
(i) F̂ ͕Πιτϐʔ ⇒ F ͕ऑΠιτϐʔ

(ii) F ͕ऑΠιτϐʔ ⇒ F̂ ୯ࣹͰ͋Γɼr ≥ 1ͷ࣌ΊࠐΈͰ͋Δɽ

ҰൠʹɼM ͕ίϯύΫτ ⇒ F̂ ดࣸ૾ɽ

dimM = dimN ͔ͭ ∂M = φ ⇒ F̂ ΊࠐΈͳΒ։ࣸ૾ɽ

͕ΓཱͭͷͰɼಛʹ͜ͷ߹ F̂ ͕Πιτϐʔ ⇐⇒ F ͕ऑΠιτϐʔ

1



ྫͷߏ

ิ̏
∃θ : R → R Ͱɼ࣍Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔɽ

(i) θ  C∞ ɽڃ

(ii) |x| ≥ 1
2 ͳΒ θ(x) = 0ɽ

(iii) ∀x ∈ Rʹରͯ͠ θ(x) = θ(−x)ɽ

(iv) − 1
2 < x < 0ͳΒ θ′(x) > 0ɽ

(v)
∫∞
−∞ θ(x)dx = 1ɽ

∵ɹ θ(x) :=

⎧
⎨

⎩
exp(− 4

1−4x2 ) (|x| < 1
2 )

0 (|x| ≥ 1
2 )
ͱ͢ΕΑ͍ɽ˘

ิ̐
∃h : R → R2 Ͱɼ࣍Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔɽ

(i) h C∞ ɽڃ

(ii) ∀ϵ ∈ (0, 5)ʹର͠ɼhͷ (0, 5− ϵ)ͷ੍ݶຒΊࠐΈɽ

(iii) h(1) = h(5)ɽ

∵ x = 1, 5Ͱަࠩ͢Δ࿈ଓࣸ૾ΛೈԽࢠ θ Ͱ smoothing͢ΕΑ͍ɽ˘

ఆཧ̑
∃F̂ : (−∞, 1)× I → R2 × I ͓Αͼ ∃F : (−∞, 1)× I → R2; (p, t) $→ Ft(p)Ͱ͋ͬͯɼ

F̂ (p, t) = (Ft(p), t)ͱɼ࣍Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔɽ

(i) F̂ ͓Αͼ F  C∞ ɽڃ

(ii) F̂ ΠιτϐʔͰͳ͍ɽ

(iii) F ऑΠιτϐʔͰ͋Δɽ

∵ɹ ft(x) :=
t

1−x + 1
2−x ,αt(x) := (5− t) x

1+x ͱͯ͠ɼ

(−∞, 1)× I
f̂ "" (0,∞)× I

α̂ "" (0, 5)× I
h×idI "" R2 × I

ͳΔ߹Λ F̂ ͱ͢ΕΑ͍ɽ˘

ݙจߟࢀ

[1]ʰඍτϙϩδʔʱM.W.ϋʔγϡ [ஶ],দຊھੜ [༁]

2



ϦʔϚϯ໘ͷୀԽͷτϙϩδʔ

େࡕେֶେֶӃཧֶڀݚՊPDɹӿԂɹ

͢ΔͭΓͳͷ͓ͯؔ͠ʹڀݚԋͰϦʔϚϯ໘ͷୀԽͷτϙϩδʔʹؔ͢Δߨ
ͰɼຊߘͰͦͷڀݚͷഎܠΛॻ͔͍ͤͯͨͩ͘͜ͱʹ͢ΔɽචऀزԿ͕ઐͰ͋
Γɼτϙϩδʔʹؔͯ͋͠·Γৄ͘͠ͳ͍ͷͰɼଟগϘέͨ͜ͱΛॻ͍ͯ͠·͏͔͠
Εͳ͍͕ͦͷ͝༰͖͍ࣻͯͨ͠ɽຊߘͰϦʔϚϯ໘શͯดϦʔϚϯ໘ͱ͢Δɽ
ϦʔϚϯ໘ͷҐ૬ߏछͱ͍͏Ґ૬ෆมྔʹΑͬͯશʹܾ·Δ͜ͱΑ͘ΒΕͯ
͍Δɽݩ࣍Λ 1্ͭ͛ͯίϯύΫτෳૉۂ໘X Λ͑ߟΔͱɼͦͷछʹ͋ͨΔͷ 2

ͭ͋ΔɽͦΕXͷୈ 1νϟʔϯྨͷࣗަݾ c21(X)ͱୈ 2νϟʔϯྨ c2(X)Ͱ͋Δɽ
͏গ͠τϙϩδʔͷݴ༿Ͱද͢ͱɼΨεɾϘϯωͷఆཧΑΓୈ 2νϟʔϯྨҐ૬త
ΦΠϥʔ e(X)ͱҰக͠ɼώϧπΣϒϧϑͷූ߸ఆཧΑΓXͷූ߸ʢͭ·Γަܗ
ࣜH2(X,C)×H2(X,C) → H4(X,C) ≃ Cͷූ߸ʣσ(X)

σ(X) =
1

3
(c21(X)− 2c2(X))

Λຬͨ͢ͷͰɼc21(X)ͱ c2(X)Λ͑ߟΔ͜ͱҐ૬తΦΠϥʔ e(X)ͱූ߸ σ(X)Λ
Δ͜ͱͱಉͰ͋ΔɽϦʔϚϯ໘ͷ߹ͱҧ͍͜ͷ͑ߟ 2ͭͷछ͕શʹҐ૬ߏΛܾ
ΊΔΘ͚Ͱͳ͍͕ɼίϯύΫτෳૉۂ໘ͷτϙϩδʔΛௐΔͱ͖ʹ·ͣ࠷ॳʹ͑ߟΔ
͖ෆมྔͰ͋Ζ͏ɽ͜ΕΒͷछ࣍ͷΑ͏ʹॻ͚ΔɽX্ͷਖ਼ଇؔͷͳ͢ʢߏ
ʣΛOXɼਖ਼ଇ ͷͳ͢ʢඪ४ʣΛࣜܗ࣍2 ωX ͱ͢ΔɽKX = c1(ωX) = −c1(X)

Λ ωXͷୈ 1νϟʔϯྨͱ͢ΔͱK2
X = c21(X)Ͱ͋Γɼχ(OX)ΛOXͷʢίϗϞϩ

δʔͷʣΦΠϥʔͱ͢Δͱɼωʔλʔͷެ͔ࣜΒ

12χ(OX) = K2
X + e(X)

ཱ͕͢ΔͷͰɼK2
X ͱ χ(OX)ΛXͷछͱͯͬࢥྑ͍ɽ

Δɽͭ·ΓɼX͑ߟ߹Λͭ࣋Λߏ໘X͕ϦʔϚϯ໘ͷͷۂίϯύΫτෳૉࠓ

͔ΒϦʔϚϯ໘Bͷશࣹਖ਼ଇࣸ૾ f : X → B͕͋ͬͯɼͦͷϑΝΠόʔ f−1(p)͕༗ݶ
ͷݸ p ∈ BΛআ͖छ gͷϦʔϚϯ໘Ͱ͋Δͱ͢Δʢ͜ͷछ gҰҙʹܾ·Δʣɽ͜ͷ
ͱ͖ࣸ૾ f : X → BΛϑΝΠόʔۂ໘ͱ͍͍ɼgΛϑΝΠόʔۂ໘ͷछͱ͍͏ɽ͜ͷछ
 g͋͘·ͰϑΝΠόʔۂ໘ʹؔ͢ΔෆมྔͰ͋ͬͯɼۂ໘X͔Βܾ·Βͳ͍͜ͱ
ʹҙ͓ͯ͘͠ʢ࣮ࡍೋͭͷछ͕ҟͳΔϑΝΠόʔۂ໘ͷߏΛۂͭ࣋໘ଘ͢ࡏΔʣɽ
ઢ৫໘ʢछ 0ͷϑΝΠόʔۂ໘ʣପԁۂ໘ʢछ 1ͷϑΝΠόʔۂ໘ʣඇৗʹΑ͘
ௐΒΕ͍ͯΔͷͰɼຊߘͰϑΝΠόʔۂ໘ͷछ g 2Ҏ্ͱԾఆ͢Δɽ·ͨɼϑΝ



Πόʔۂ໘૬ରۃখͰ͋Δɼͭ·ΓϑΝΠόʔʹؚ·ΕΔࣗަݾ−1ͷϦʔϚϯٿ
ଘ͠ࡏͳ͍ͱԾఆ͢Δʢ૬ରۃখͰͳ͍ϑΝΠόʔۂ໘ͦͷΑ͏ͳϦʔϚϯٿΛϒ
ϩʔμϯ͍ͯ͘͜͠ͱʹΑΓ૬ରۃখʹͰ͖ΔʣɽϑΝΠόʔۂ໘ f : X → BΛ͑ߟΔ
ͱ͖ɼۂ໘Xͷෆมྔ c21(X) c2(X)Λ͑ߟΔΑΓɼෆมྔͱͯ͠ಉͰ͋Δ͕
૬ରଋͷνϟʔϯྨΛ༻͍ͯ c21(f) c2(f)Λ͑ߟΔํ͕ͬͱϑΝΠόʔۂ໘ͷߏ
Λөͨ͠هड़͕͍͢͠ɽ࣮ࡍɼωf = ωX ⊗ f ∗ω−1

B Λ f ͷ૬ରඪ४ͱ͢Δͱɼͦͷୈ
1νϟʔϯྨKf = c1(ωf )ͷࣗަݾK2

f = c21(f)Ͱ͋Γɼef Λ֤ϑΝΠόʔ f−1(p)

ͷҐ૬తΦΠϥʔ e(f−1(p))ͱҰൠϑΝΠόʔͷҐ૬తΦΠϥʔ 2− 2gͷࠩΛશͯͷ
ϑΝΠόʔʹର͠͠߹Θͤͨͷ

ef =
∑

p∈B

(e(f−1(p))− 2 + 2g)

ͱ͢Δͱɼef = c2(f)ཱ͕͢Δɽ͜ΕΛݟΔͱ c2(f)ϑΝΠόʔͷҐ૬ߏʹΑͬͯ
ͨ·શʹܾ·Δ͜ͱ͕͔Δɽ χf Λ χ(OX)ͷϑΝΠόʔۂ໘൛ͱͯ͠

12χf = K2
f + ef

ͱఆΊΔͱɼK2
f , ef , χf શͯඇෛͰ͋Γɼ

ef = 0 ⇐⇒ f Ґ૬తͳϑΝΠόʔଋʢશͯͷϑΝΠόʔಉ૬ʣ

χf = 0 ⇐⇒ f ਖ਼ଇϑΝΠόʔଋʢશͯͷϑΝΠόʔਖ਼ଇʣ

ཱ͕͢ΔɽbΛύϥϝʔλʔۭؒͰ͋ΔϦʔϚϯ໘Bͷछͱ͢ΔͱɼK2
X , e(X), χ(OX)

ͱK2
f , ef , χf ͷରԠ

K2
f = K2

X − 8(g − 1)(b− 1)

ef = e(X)− 4(g − 1)(b− 1)

χf = χ(OX)− (g − 1)(b− 1)

ͱͳ͍ͬͯΔɽΑͬͯXͷූ߸ಉ͘͡

σ(X) =
1

3
(c21(f)− 2c2(f)) = K2

f − 8χf

ͱදͤΔɽैͬͯϑΝΠόʔͷҐ૬ߏ͔Βܾ·Δ ef ͱX ͷҐ૬ߏ͔Βܾ·Δ σ(X)

ΓͷෆมྔK2͕
f  χf ΛܾΊ͍ͯΔͱ͍ͬͯྑ͍ɽͦ͜ͰɼXͷූ߸ σ(X) ef ͷ

ΔͷࣗવͰ͋͑ߟड़͕ग़དྷͳ͍͔ͱهΛөͨ͠Α͏ͳߏड़ͷΑ͏ʹϑΝΠόʔͷه
Δɽͭ·ΓɼϑΝΠόʔ f−1(p)ͷߏΛөͨؔ͠ σ(f−1(p))͕͋Γɼ༗ݸݶͷϑΝΠ
όʔΛআ͖ σ(f−1(p)) = 0Ͱ

σ(X) =
∑

p∈B

σ(f−1(p))

ཱ͕͢ΔΑ͏ͳ͜ͱ͕͋Δ͔ͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɽσ(X)͕͜ͷΑ͏ͳܗͰॻ͚Δͱ͖ɼ
σ(f−1(p))ͷ͜ͱΛہॴූ߸ͱ͍͏ɽہॴූ߸ͷڀݚݩ࣍زԿϨϑγΣο



πϑΝΠϒϨʔγϣϯͳͲͷ ߹τϙϩδʔͷͰͦΕͧΕಠཱʹൃల͠ɼͦΕ͕ݩ࣍4
Θ͞Γɼ໘ന͍ڀݚରͱͳ͍ͬͯΔɽߨԋͰछ 2ͷϑΝΠόʔۂ໘ΛྫʹͱΓɼہ
ॴූ߸ʹ·ͭΘΔزԿଆɼτϙϩδʔଆ͔ΒͷڀݚͳͲʹ͍͓ͭͯ͢Δ༧ఆͰ͋
Δɽ͜ͷͷߟࢀจݙͱͯ͠ɼ[1], [2], [3]Λ͓ͯ͛͘ڍɽ

ݙจߟࢀ
[1] རਖ਼ɾԕ౻ݦٱɼϦʔϚϯ໘ͷୀԽͷॾ૬ɼֶ .ɼ̍߸ʢ2004),49–72ר56

[2] T. Ashikaga and K. Konno, Global and local properties of pencils of algebraic curves,

Algebraic Geometry 2000 Azumino, S. Usui et al. eds, 1-49, Adv. Stud. Pure Math.

36, Math. Soc. Japan, Tokyo, 2002.

[3] Y. Kuno, Meyer functions and the signatures of fibered 4-manifolds, preprint,

arXiv:1204.1701[math.GT].



Simplicial objectʹ͍ͭͯ

༞ాٶ

भେֶɹཧֶɹम̍࢜

1 simplicial category ∆

simplicial category ͱରΛ [n] := {0 < 1 < · · · < n} ͱࣹ͠ f : [n]→ [m]Λॱং

Λอͭࣸ૾ͱ͢ΔݍͰ͋Δɻྫ͑

0

1

2

3

4

0

1

2

3

ਤ 1 φ : [4] → [3]

Ͱ͋Δɻ

ఆཧ 1

શͯͷࣹ φ : [n]→ [m]࣍ͷΑ͏ʹҰҙʹղͰ͖Δɻ

φ = δi1δi2 . . . δirσj1σj2 . . .σjs(i1 ≤ · · · ≤ ir, j1 < · · · < js)

͜͜Ͱ δi(0 ≤ i ≤ n + 1) : [n] → [n + 1]  i Λؚ·ͳ͍ࣸ૾ɺσj(0 ≤ j ≤ n − 1) :

[n]→ [n− 1] j, j + 1Λ j ʹ͓͘Δࣸ૾ͱ͢Δɻ
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σ3 σ1 δ2

ਤ 2 φ = δ2σ1σ3

͜ͷఆཧ͔Βɺsimplicial category ͷࣹ δi,σj ʹΑͬͯੜ͞ΕΔ͜ͱ͕Θ͔Δɻ͞

Βʹ͜ͷ δi,σj ʹ࣍ͷΑ͏ͳ͕ؔ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɻ

δjδi = δiδj−1 for i < j

σjσi = σiσj+1 for i ≤ j

σjδi =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

δiσj−1 for i < j

id[n] for i = j, i = j + 1

δi−1σj for i > j + 1

ఆٛ 1

ʢ̍ʣؔख X : ∆op → C Λ simplicial objectͱݺͿɻ

ʢ̎ʣؔख Y : ∆→ C Λ cosimplicial object ͱݺͿɻ

͍͔ͭ͘ simplicial object ͷྫΛ͛ڍΔɻ

[ྫ 1]

∆n = {(t0 . . . tn) ∈ Rn+1|0 ≤ ti ≤ 1,
∑

ti = 1}ͱ͢Δɻ

δi(t0, . . . , tn) = (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn)

σj(t0, . . . , tn) = (t0, . . . , tj−1, tj + tj+1, tj+2, . . . , tn)

ͱఆΊΕ͜Ε cosimplicial spaceͱͳΔɻ

[ྫ 2]

ಛҟνΣΠϯෳମ simplicial chain complex Ͱ͋Δɻ࣮ࡍɺX ΛҐ૬ۭؒͱͯ͠ɺ

Sn(X) = k[ω : ∆n → X]

Ͱ͋Γɺ

diω : ∆n−1 δi−→ ∆n → X

sjω : ∆n+1 σj−→ ∆n → X



Ͱ͋Δɻඍ d =
∑

(−1)idi ʹΑͬͯ༩͑ΒΕΔͷͰ͋ͬͨɻ
[ྫ 3]

C Λখݍͱ͢Δɻ

MornC = {Cn
fn−1←−−− . . .

f1←− C1
f0←− C0 | Ci ∈ ObC, fi ∈ MorC}

Λ n-simplex ͱ͠ɺ

d0(Cn
fn−1←−−− . . .

f1←− C1
f0←− C0) = Cn

fn−1←−−− . . .
f2←− C2

f1←− C1

di(Cn
fn−1←−−− . . .

f1←− C1
f0←− C0) = (Cn

fn−1←−−− . . . Ci+1
fifi−1←−−−− Ci−1 . . .

f1←− C1
f0←− C0)

dn(Cn
fn−1←−−− . . .

f1←− C1
f0←− C0) = Cn−1

fn−2←−−− . . .
f1←− C1

f0←− C0

sj(Cn
fn−1←−−− . . .

f1←− C1
f0←− C0) = Cn

fn−1←−−− · · ·← Cj

idCj←−−− Cj ← . . .
f1←− C1

f0←− C0

ʹΑͬͯ simplicial set ʹͳΔɻ͜ΕΛ B.C ͱॻ͖ɺখݍ C ͷ nerveͱ͍͏ɻ

2 ݱԿֶత࣮ز

X Λ simplicial set ɺ∆Λ [ྫ̍]Ͱ༩͑ΒΕΔ cosimplicial set ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ

ఆٛ 2

X ͷزԿֶత࣮ݱ |X|Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɻ

|X| =
⋃

n≥0

Xn ×∆n/ ∼

͜͜Ͱ ∼ (x,φ∗(u)) ∼ (φ∗(x), u)͕ੜ͢ΔಉؔͰ͋Δɻ

͜ͷͱ͖ɺ|− | simplicial object ͷͳ͔͢ݍΒҐ૬ۭؒͷݍͷؔख

(| − | : (Simp) → Top) ͩͱ͑ࢥΔɻ͜ͷૢ࡞ɺX0 Λͷू߹ɺX1 Λลͷू߹ɺ

X2 Λ໘ͷू߹ɺɺɺͱͨݟͱ͖ʹɺͦΕͧΕͷݩΛ φʹΑͬͯషΓ߹Θͤͨͷͩͱ͏ࢥ

͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

[ྫ 3]ͷ B.C ͷ࣮ݱΛ |B.C| = BC ͱॻ͖ɺখݍ C ͷྨۭؒͱݺͿɻ
X Λ simplicial set ͱ͢Δͱ͖ɺ͕࣍Γཱͭɻ

ఆཧ 2

H∗(k[X]) ∼= H∗(|X|, k)

ͨͩ͠ɺࠨล d =
n∑

i=0

(−1)idi ʹΑͬͯ༩͑ΒΕΔඍͰ͋Δɻ
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Z-࠼৭ՄབྷΈͷ࠷খ࠼৭
ຊେֶେֶӃ ૯߹ૅجՊֶڀݚՊ ത̎࢜ দܙཧ

ʹ༗໊ͳ݁ͼෆมྔͷ̍ͭ࠷ Fox ͕ಋೖͨ͠ Fox n-࠼৭ʢ·ͨ୯ʹ n-
৭ʣ͕͋Δ࠼ [1]ɽ

LΛབྷΈɼD Λ Lͷਖ਼ଇࣹӨਤࣜͱ͢Δɽࣸ૾ γ : {arcs of D} → Z͕ɼ
Dͷҙͷަʹ͓͍ͯɼ্ଆΛ௨ΔހΛ aɼԼଆΛ௨ΔހΛ bͱ cͱͨ͠ͱ͖ɼ
2γ(a) = γ(b) + γ(c)Λৗʹຬͨ͢ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼγ Λ D ͷ Z-࠼৭ͱݺͿɽ
·ͨશͯͷހʹରԠ͢Δ͕͍͠ Z-࠼৭Λࣗ໌ͳ Z-࠼৭ͱ͍͏ɽབྷΈ L͕ɼ
ඇࣗ໌ͳ Z-࠼৭Λڐ༰͢ΔਤࣜΛͭͱ͖ɼL Z-࠼৭Մͱ͍͏ɽ
ҙ 1. བྷΈ L͕ Z-࠼৭ՄͰ͋ΔͨΊͷඞཁे݅ɼLͷࣜྻߦ det(L)
͕ 0Ͱ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽҰํͰ݁ͼͷࣜྻߦඞͣحͰ͋Δ͜ͱ͔
Βҙͷ݁ͼ Z-࠼৭ՄͰͳ͍ɽ

͋Δ Z-࠼৭ՄͳབྷΈ Lʹରͯ͠ɼLͷਤ͕ࣜڐ༰͢Δࣗ໌Ͱͳ͍ Z-࠼৭
γ ͷ Im(γ)ͷ࠷খҐΛ࠷খ࠼৭ͱݺͼɼmincolZ(L)ͱද͢ɽ
͜ͷه߸ͱͱɼHarary-Kauffman͕ n-࠼৭ʹରͯ͠ɼಋೖͨ͠ͷͰ

͋Δ [2]ɽ

·ͣҎԼͷ͜ͱൺֱత༰қʹΘ͔Δɽ

໋ 1. Z-࠼৭ՄͳབྷΈ L͕ඇͳΒɼmincolZ(L) ≥ 4Ͱ͋Δɽ

ಛʹɼͦͷ Z-࠼৭Λ͢؍ΔͱɼҎԼͷੑ࣭ΛΈͨ͢ಛతͳͷͰ͋Δ͜
ͱ͕Θ͔Δɽͦ͜Ͱɼ࣍ͷΑ͏ͳఆٛΛಋೖ͢Δɽ

ఆٛ 1. Z-࠼৭ՄͳབྷΈΛ Lͱ͠ɼγ Λ LͷਤࣜD͕ڐ༰͢Δ Z-࠼৭ͱ͢
Δɽ͜ͷͱ͖ɼ͋Δਖ਼ͷ d͕ଘͯ͠ࡏɼDͷ֤ަͰͷ্ހͷ γͷͱԼހ
ͷ γ ͷͷ͕ࠩ d͔ 0ͱͳ͍ͬͯΔͱ͖ɼγ Λ୯७ Z-࠼৭ͱ͍͏ɽ

͜ͷ୯७ࡢ Z-࠼৭Λڐ༰͢ΔབྷΈʹ͍ͭͯɼ࠷গ࠼৭Λ͕ 4Ͱ͋Δ͜
ͱΛࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽߋʹ [3]ͰབྷΈͷੑ࣭ʹΑΓ࠷গ࠼৭͕ 4Ͱ͋Δ
͜ͱΛ͍͕ࣔͯͨ͠ɼࠓճͦΕΒͷҰൠԽͱͯ࣍͠ͷ݁Ռ͕ಘΒΕͨɽ

ఆཧ 1. ඇͳབྷΈ L͕ Z-࠼৭ՄͰ͋ΔͳΒɼmincolZ(L) = 4Ͱ͋Δɽ

͜Εҙͷඇͳ Z-࠼৭ՄབྷΈʹରͯ͠࠷গ࠼৭͕ܾఆͨ͜͠ͱ
ʹͳΔɽ·ͨ͜ͷ݁Ռ΄΅ಉظ࣌ʹ [4]ʹ͓͍ͯূ໌͞Ε͍ͯΔ͕ɼຊڀݚ



ͱಠཱͯ͠ಘΒΕ͍ͯΔɽຊڀݚʹ͓͚Δূ໌ͰɼਤࣜͷҙͷަͷԼހ
ͱ্ހͷࠩΛ R-moveʹΑͬͯ୯७ Z࠼৭Λڐ༰͢ΔਤࣜʹมܗͰ͖Δ͜ͱΛࣔ
͍ͯ͠Δɽ

ͨͩ͜͠ͷূ໌Ͱɼ࣮͏ߦʹࡍͱͱͯෳࡶͳਤࣜͱͳΔɽ͔͠͠བྷΈ
ͷੑ࣭ʹΑͬͯΑΓ୯७ͳূ໌Λ༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽྫ͑݁ͼབྷΈ
ΛฏߦԽͯ͠ಘΒΕͨབྷΈ Z-࠼৭͕ՄͰ͋Γɼલड़ͷఆཧΑΓ࠷গ࠼৭
 4Ͱ͋Δɽͦͷূ໌ͱͷਤࣜͷ֤ަ͔ΒಘΒΕͨަͨͪʹணͯ͠ద
ͳ࠼৭Λ͢Δ͜ͱͰಘΒΕΔɽ͜ͷ࣌ R-moveΛ͏ߦճલड़ͷఆཧΑΓ
Δ͔ʹগͳ͘ɼΑΓ୯७ͳਤࣜͰͷূ໌͕ՄͰ͋Δɽ

ճಘΒΕͨఆཧͷূ໌ͷվྑͱɺ݁ͼͷੑ࣭ʹΑΔࠓͷ՝ͱͯ͠ɼޙࠓ
ΑΓ୯७ͳূ໌Λ༩͑Δ͜ͱΛ͓ͯ͛͘ڍɽ·ͨ det(L) = 1ͱͳΔʢͭ·Γ Fox
n-࠼৭ɼZ-࠼৭͕ఆٛ͞Εͳ͍ʣ݁ͼབྷΈʹ͍͍͖͍ͭͯͨͯ͑ߟɽ
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༺ͱԠ݁ؼΒͷ͔ݩ࣍ۂ

খྛ ጏҰ

౦େֶେֶӃ ཧֶڀݚՊ ֶઐ߈ म࢜ 1

1 ͡Ίʹ

ଌڑ্ۭؒʹ, ʮRicciۂ͕Լ͔Β͑ΒΕ͍ͯΔʯͱ͍͏ঢ়͕گఆٛ͞Ε

Δ. ͜Ε, .༿Λ༻͍ͯఆࣜԽ͞ΕΔݴద༌ૹཧͷ࠷ Riemann ଟ༷ମͷΛ

͑Δۭؒʹ͜ͷΑ͏ͳۂ֓೦ΛҰൠԽ͢Δ͜ͱॏཁͰ͋Δ. ͜ͷ͜ͱʹ͍ͭͯ,

গ͠આ໌͍ͨ͠. Alexandrov, Ұൠͷ length spaceʹରͯ͠ʮஅ໘ۂ͕Լ͔Β

࣮ K Ͱ͑ΒΕ͍ͯΔʯͱ͍͏͜ͱΛఆٛͨ͠. ҙͷ K ∈ R, D > 0, n ≥ 2

ʹରͯ͠, அ໘ۂ͕ K Ҏ্, ͕ܘ D ҎԼ, ͕ݩ࣍ n Ͱ͋ΔΑ͏ͳίϯύΫτ

length spaceશମͷྨ Gromov-Hausdorffऩଋʹؔͯ͠ίϯύΫτू߹ʹͳ

Δ. Riemannଟ༷ମͷத͚ͩͰ͍ͯͯ͑ߟʮดʯͰ͋Δ͜ͱ͕ग़ͳ͍. ͦΕͰ,

அ໘ۂΑΓऑ͍ۂ֓೦Ͱ͋Δ RicciۂͰ, ্ͱಉ͡Α͏ͳ͜ͱͰ͖ͳ͍ͩΖ

͏͔, ͱ͍͏͕ٙੜ͡Δ. ͜Εʹ͑Λ༩͑ͯ͘ΕΔͷ͕λΠτϧʹ͋Δۂݩ࣍

݅Ͱ͋Δ. ͜Ε࠷ద༌ૹཧΛ༻͍ͯఆٛ͞ΕΔͷͰ, ͦͷઆ໌͔ΒೖΔ.

2 ద༌ૹཧ࠷

,ద༌ૹཧͰ࠷ .Δ͑ߟͷΑ͏ͳΛ࣍ ࠭ X ͔Β࠭ Y ࠭Λӡͼ͍ͨ.

X ͱ Y ʹͦΕͧΕ µ, ν ͕༩͑ΒΕ͍ͯΔͱ͠,  x͔ΒҐஔ y࠭ΛӡͿ

ͷʹ୯ҐͨΓ c(x, y) ͷίετ͕͔͔Δͱ͢Δ. ࠭ͷҠಈ T : X → Y ͷલޙͰ࠭

͜΅ΕͨΓ૿͑ͨΓ͠ͳ͍ͱ͢Δ. ͢ͳΘͪ, Ҭ B ⊂ Y ʹೖͬͯ͘Δ࠭ͷྔͱ

Ҭ T−1(B)͔ΒӡΕΔ࠭ͷྔ͍͠ͱ͢Δ. ࣜͰද͢ͱ,

ν(B) = µ(T−1(B)) (B ⊂ Y )



ͱͳΔ. ͜ͷ݅Λຬͨ͢ T Λ༌ૹࣸ૾ͱݺͿ͜ͱʹ͢Δ. ༌ૹࣸ૾ T ʹؔ͢Δ૯

ίετΛ C[T ] =
∫
X c(x, T (x))dµ(x) ͱ͓͘. ͜ͷͱ͖, C[T ] Λ࠷খʹ͢ΔΑ͏ͳ

༌ૹࣸ૾ T0 ΛٻΊ͍ͨ. ͜ͷλΠϓͷΛMongeͷͱ͍͏. Mongeͷ

ࣗવ͕ͩ, ͦͦ༌ૹࣸ૾͕ଘ͠ࡏͳ͍߹͕͋Γ, ͍ͭͰҙຯΛͭ࣋Θ͚Ͱ

ͳ͍͜ͱʹҙ͢Δ. ϩγΞͷֶऀɾऀֶࡁܦ KantorovichMongeͷΛ

ղ͘ࡍʹॏཁͳΞΠσΞΛఏএͨ͠. Kantorovich,࠷ద༌ૹʰࣸ૾ʱΛٻΊΔͷ

Ͱͳ͘, .ͨ͑ΊΔʹஔ͖ٻըʱΛܭద༌ૹʰ࠷ ͜Εʹ͍ͭͯઆ໌͢Δ. ༌

ૹܭը π ͱ, µͱ ν ͷपลͰ͋Δ. ༌ૹܭըҠಈͷલޙͰ࠭ͷྔͷ૿͕ݮͳ

͍͜ͱΛ͍ͯͬݴΔ. ༌ૹࣸ૾ͱͷҧ͍, ΠϯϑΥʔϚϧͳํ͍ݴΛ͢Δͱ, ࣸ૾

ͷํ࠭Λ͚ͯผͷͱ͜ΖʹӡͿͷΛ͞ڐͳ͍͕, .͢ڐըͷํͦΕΛܭ ༌ૹܭ

ը π ʹؔ͢Δ૯ίετΛ C[π] =
∫
X×Y c(x, y)dπ(x, y)ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, C[π]Λ࠷

খʹ͢ΔΑ͏ͳ π0 ΛٻΊ͍ͨ. ͜ͷλΠϓͷΛ Kantorovichͷͱ͍͏. Ͳ

ͷΑ͏ͳΛ͑ߟΔ͔Λઆ໌ͨ͠ͱ͜ΖͰ, .Λ༻ҙ͢Δ߸ه

Notation . ·ͣ, Λ͑ߟΔΈͱͯ͠, ۭؒͱ͍ͬͨΒՄඋڑۭؒͱ

͠, ଌͱ͍ͬͨΒ Borel ֬ଌͱ͢Δ. ۭؒڑ (X, d) ্ͷ Borel ֬ଌશ

ମͷू߹Λ P(X, d) ͱද͢. X ্ͷ֬ଌ µͱ Y ্ͷ֬ଌ ν ͕༩͑ΒΕͯ

͍Δͱ͖, ͦͷΧοϓϦϯάશମͷू߹Λ Π(µ, ν)ͱද͢. ͢ͳΘͪ,

Π(µ, ν) = {π ∈ P(X × Y ) | π(A× Y ) = µ(A),π(X ×B) = ν(B) (A ⊂ X,B ⊂ Y ) }

ͱ͓͘. ·ͨ, උ Riemannଟ༷ମͷڑৗʹଌڑΛ͑ߟΔ.

Kantorovich ͷ, ίετؔ c ͱ µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ) ͕༩͑ΒΕͨ

ͱ͖, ૯ίετ൚ؔ C[π] (π  µͱ ν ͷΧοϓϦϯά)Λ࠷খԽͤΑ, ͱ͍͏ม

Ͱ͋ͬͨ. ๏Λ༻͍Δ͜ͱʹΑΓ, .ΕΔ͕ࣔ࣍͞

Theorem 2.1. X,Y ΛՄඋڑۭؒ, µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y )ͱ͢Δ. ίετؔ

 c : X × Y → [0,∞) Լ࿈ଓͰ͋Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, Kantorovich ͷͷ

ղ͕গͳ͘ͱ 1ͭଘ͢ࡏΔ.

Ұൠʹ, Kantorovich ͷͷղҰҙͰͳ͍. ͔͠͠, ۭ͕ؒ Euclid ۭؒ,

Riemnannଟ༷ମͰ, ίετ͕ؔڑؔͷ 2Ͱ͋Δͱ͖ʹ, Kantorovichͷ

ͷղҰҙͰ͋Γ, ͦΕ͕ࣸ૾͔Β༠ಋ͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.



Theorem 2.2 (Brenier, McCann, Figgali and Gigli). M Λඋ Riemann ଟ༷

ମ, µ0, µ1 ∈ P2(M)ͱ͠, µ0  Riemannମੵଌʹؔͯ͠ઈର࿈ଓͰ͋Δͱ͢Δ.

ίετؔ c(x, y) = 1
2d

2(x, y)ʹରͯ͠, KantorovichͷͨͩҰͭͷղ π0 Λ

ͭ. ͞Βʹ͜ͷ π0 ʹ͍ͭͯ, ͋Δࣸ૾ T : M → M ͕ଘͯ͠ࡏ, π0 = (id, T )∗µ0

ͱॻ͚Δ. ͜ͷ T ʹ͍ͭͯ, ͋ΔԜؔ φ : M → R͕ଘͯ͠ࡏ, T = ∇φ(µ0-a.e.)

ͱॻ͚Δ.

Remark 2.3. ͜ͷఆཧ, Euclidۭؒͷ߹ʹ BrenierʹΑͬͯ, උ Riemann

ଟ༷ମͰଌ͕ίϯύΫτΛͭͱ͖ʹ McCann, ͦͯ͠ఆཧ 2.2 ͷԾఆͷ߹

ʹ Figgali, GigliʹΑͬͯࣔ͞Εͨ.

Մඋڑۭؒ (X, d)͕༩͑ΒΕͨͱ͖, ίετؔ c : X ×X → [0,+∞)ͱ

ͯ͠, ؔڑ dͷ p (p ≥ 1)Λ͑ߟΔ. µ, ν ∈ P(X, d)ʹରͯ͠, µͱ ν ͷ࠷ద

ίετΛରԠͤ͞Δ͜ͱͰ, P(X, d) ্ʹ ”ڑ“ ͕ఆ·Δ. ͜ͷແݶେʹͳΔ

͔͠Εͳ͍ͷͰ, ௨ৗͷҙຯͷڑͰͳ͍͕, p࣍Ϟʔϝϯτ͕༗ݶͳͷʹ੍

.ʹͳΔڑΕ௨ৗͷҙຯͰ͢ݶ ͜͜Ͱ, ֬ଌ µ ∈ P(X, d)ͷ p࣍Ϟʔϝϯτ

͕༗ݶͰ͋Δͱ, ͋Δ x0 ∈ X ͕ଘͯ͠ࡏ,
∫
X dp(x, x0)dµ(x) < +∞ͱͳΔ͜ͱ

Ͱ͋Δ. p࣍Ϟʔϝϯτ͕༗ݶͳ X ্ͷ Borel֬ଌશମΛ Pp(X, d)ͱද͢.

Proposition/Definition 2.4. (X, d)ΛՄඋڑۭؒ, pΛ 1Ҏ্ͷ࣮ͱ͢

Δ. µ, ν ∈ Pp(X, d)ʹରͯ͠,

Wp(µ, ν)
p = inf

π∈Π(µ,ν)

∫

X2

dp(x, y)dπ(x, y) ∈ [0,+∞)

ʹΑͬͯWp(µ, ν)ΛఆΊΔ. Wp  Pp(X, d)্ͷڑʹͳΔ. Wp Λ p࣍Wasser-

stein .ͱ͍͏ڑ ͦͯ͠, ۭؒڑ (Pp(X, d),Wp) Λ p ࣍ Wasserstein ۭؒͱ

͍͏.

WassersteinۭؒͱͷۭؒͷزԿతੑ࣭Λ৭ೱ͘ө͢Δ. ·ͨ, Wasserstein

ۭؒͷҐ૬ଌͷऑऩଋΑΓ͍ڧ.



3 ݅ݩ࣍ۂ

,݅ݩ࣍ۂ ͦͷ Wasserstein্ۭؒͷ൚ؔͷ͋ΔछͷತੑʹΑͬͯఆ࣍2

ٛ͞ΕΔ. ͜ͷ൚ؔ౷ֶྗܭͳͲͰग़ͯ͘ΔΤϯτϩϐʔʹؔ͢Δ. ͳ͓, ͜

͜Ͱͷۂݩ࣍݅ͷఆٛ, Sturmͷจ [3],[4]ʹΑΔ. ఆٛͷࡍʹ༻͍ΒΕΔه

߸Λ༻ҙ͢Δ.

Notation . κ ∈ Rͱ͢Δ. ظͷৗඍํఔࣜͷॳ࣍
{
u′′ + κu = 0,

u(0) = 0, u′(0) = 1

Λຬͨ͢།Ұղ u = u(t) Λ sκ ͱ͓͘. ·ͨ, K ∈ R, N ∈ [1,∞), t ∈ [0, 1] ʹର

ͯ͠,

σ(t)
K,N (θ) =

sK/N (tθ)

sK/N (θ)
(θ ≥ 0),

τ (t)K,N (θ) = t1/Nσ(t)
K,N−1(θ)

1−1/N (θ ≥ 0)

ͱ͓͘.

Definition 3.1 (૬ରΤϯτϩϐʔ). (X, d,m) Λଌڑۭؒͱ͢Δ. ֤ µ ∈
P2(X, d)ʹରͯ͠,

Entm(µ) =

{∫
X ρ log ρdm if µ = ρm,

+∞ otherwise.

ͱఆΊΔ. Entm Λ mʹؔ͢Δ µͷ૬ରΤϯτϩϐʔͱ͍͏.

૬ରΤϯτϩϐʔ൚ؔͷ K ತੑʹΑͬͯఆٛ͞ΕΔ͕݅ۂݩ࣍݅

CD(K,∞)Ͱ͋Δ.

Definition 3.2. (X, d,m)Λଌڑۭؒ, K Λ࣮ͱ͢Δ.

(X, d,m) ݅ݩ࣍ۂ͕ CD(K,∞) Λຬͨ͢ͱ, ҙͷ µ0, µ1 ∈ Pac
2 (X, d,m)

ʹରͯ͠, µ0 ͱ µ1 Λ݁ͿWassersteinଌઢ {µt}0≤t≤1 ͕ଘͯ͠ࡏ,

Entm(µt) ≤ (1− t) Entm(µ0) + tEntm(µ1)−
K

2
t(1− t)W2(µ0, µ1)

2 (0 ≤ t ≤ 1)



͕Γཱͭ͜ͱ, ͱఆٛ͢Δ. ͨͩ͠, ρi  µi ͷ mʹؔ͢ΔີؔͰ͋Δ.

݅ݩ࣍ۂ CD(K,∞) , ͳྀ͍͍ͯ͠ߟͷ݅Λݩ࣍ (͜ΕޙͰΘ͔Δ).

ΑΓਫ਼ີʹ, ͕݅ݩ࣍ۂྀͨ͠ߟݶͷ্ݩ࣍ CD(K,N)Ͱ͋Δ.

Definition 3.3 (Rényi Τϯτϩϐʔ). (X, d,m) Λଌڑۭؒ, N ≥ 1 ͱ͢Δ.

֤ µ ∈ P2(X, d)ʹରͯ͠, µ = ρm+ µs ͱ Lebesgueղͨ͠ͱ͖,

SN,m(µ) = −
∫

X
ρ−1/Ndµ

ͱఆΊΔ. SN,m Λ mʹؔ͢Δ N -RényiΤϯτϩϐʔͱ͍͏.

Definition 3.4. (X, d,m)Λଌڑۭؒ, K Λ࣮, N Λ 1Ҏ্ͷ࣮ͱ͢Δ.

(X, d,m) ݅ݩ࣍ۂ͕ CD(K,N) Λຬͨ͢ͱ, ҙͷ µ0, µ1 ∈ Pac
2 (X, d,m)

ʹରͯ͠, ըܭద༌ૹ࠷ π ∈ Opt(µ0, µ1) ͱ µ0 ͱ µ1 Λ݁Ϳ Wasserstein ଌઢ

{µt}0≤t≤1 ͕ଘͯ͠ࡏ, ͯ͢ͷ N ′ ≥ N ʹରͯ͠

SN ′,m(µt) ≤ −
∫

X2

[
τ (1−t)
K,N ′ (d(x, y))ρ

−1/N ′

0 (x) + τ (t)K,N ′(d(x, y))ρ
−1/N ′

1 (y)
]
dπ(x, y) (0 ≤ t ≤ 1)

͕Γཱͭ͜ͱ, ͱఆٛ͢Δ. ͨͩ͠, ρi  µi ͷ mʹؔ͢ΔີؔͰ͋Δ.

݅ݩ࣍ۂ CD(K,N)(K ∈ R, N ∈ [1,∞]), Riemannଟ༷ମͷʮRicciۂ

͕K Ҏ্, ͕ݩ࣍ N ҎԼʯΛ෮͢ݩΔ.

Theorem 3.5 ([4]). M Λඋ Riemannଟ༷ମͱ͢Δ. M Λ, ඪ४తͳํ๏Ͱଌ

ڑۭؒͱݟͳ͢. ͜ͷͱ͖, M ݅ݩ࣍ۂ͕ CD(K,N)Λຬͨ͢͜ͱͱ, M

ͷ Ricciۂ͕K Ҏ্͔ͭM ͷ͕ݩ࣍ N ҎԼͰ͋Δ͜ͱಉͰ͋Δ.

͜ΕͰ, ଌڑۭؒʹରͯ͠, ʮRicciۂ͕Լ͔Β͑ΒΕ͍ͯͯ, ্͔͕ݩ࣍

Β͑ΒΕ͍ͯΔʯͱ͍͏݅ͱͯ͠ۂݩ͕࣍݅ྑ͍ͷͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔ͬ

ͨ. ,ʹ࣍ .Λड़Δ݁ؼ݅ࣗମ͔Βಋ͔ΕΔݩ࣍ۂ தʹ Riemannଟ༷ମʹ

ର͢Δఆཧͷଌڑۭؒόʔδϣϯ͕ग़ͯ͘Δ.

Theorem 3.6 (Brunn-Minkowski ͷෆࣜ). (X, d,m) Λଌڑۭؒ,K ∈
R, N ∈ [0,∞) ͱ͢Δ. A0, A1 ⊂ X Λ Borel ू߹Ͱ m(A0),m(A1) > 0 ͩͱ͢



Δ. 0 ≤ t ≤ 1ʹରͯ͠ At Λ A0 ͱ A1 ͷ tதू߹ͱ͢Δ. ͢ͳΘͪ,

At = { y ∈ X | ∃(x0, x1) ∈ A0 ×A1 s.t. d(x0, y) = td(x0, x1), d(y, x1) = (1− t)d(x0, x1) }

ͱ͓͘. ͞Βʹ, ΘΛ A0 ͱ A1 ͷ࠷খ/࠷େڑͱ͢Δ. ͢ͳΘͪ,

Θ =

{
infx0∈A0,x1∈A1 d(x0, x1) if K ≥ 0,

supx0∈A0,x1∈A1
d(x0, x1) if K < 0

ͱ͓͘. (X, d,m)͕ۂݩ࣍݅ CD(K,N)Λຬͨ͢ͳΒ,

m(At)
1/N ≥ τ (1−t)

K,N (Θ)m(A0)
1/N + τ (t)K,N (Θ)m(A1)

1/N

͕Γཱͭ.

Corollary 3.7 (Bishop-Gromov ͷෆࣜ). (X, d,m) Λଌڑۭؒ, K ∈
R, N ∈ [1,∞) ͱ͢Δ. ֤ x0 ∈ suppm ʹରͯ͠, v(r) = m(B̄r(x0)), s(r) =

lim supδ→0 m(B̄r+δ(x0) \ Br(x0))/δ ͱ͓͘. (X, d,m) ݅ݩ࣍ۂ͕ CD(K,N)

Λຬͨ͢ͳΒ, ༗քू߹ͷଌ༗ݶͰ, ҙͷ 0 < r ≤ R ≤
√

N−1
K π(͜Ε

K > 0ͷͱ͖ͷ݅Ͱ͋Γ, K ≤ 0ͷͱ͖ͷ݅ R < +∞)ʹରͯ͠,

s(r)

s(R)
≥

sN−1
K/(N−1)(r)

sN−1
K/(N−1)(R)

,

v(r)

v(R)
≥

∫ r
0 sN−1

K/(N−1)(t)dt
∫ R
0 sN−1

K/(N−1)(t)dt

͕Γཱͭ.

Corollary 3.8. (X, d,m) Λଌڑۭؒ, K ∈ R, N ∈ [1,∞) ͱ͢Δ. (X, d,m)

͕ CD(K,N)Λຬͨ͢ͳΒ, suppmͷ Hausdorffݩ࣍ߴʑ N Ͱ͋Δ.

Corollary 3.9 (Bonnet-Myers .(ධՁܘͷܕ (X, d,m) Λଌڑۭؒ, K >

0, N ∈ [1,∞)ͱ͢Δ. (X, d,m)͕ۂݩ࣍݅ CD(K,N)Λຬͨ͢ͳΒ,

diam(suppm) ≤
√

N − 1

K
π

͕Γཱͭ.



ݙจߟࢀ

[1] ,Ұ༸ߐ܂ Ԙ୩ོ, ଠా৻Ұ, ,ඈௗߴ ,ਖ਼ా܂ ,ۂద༌ૹཧͱϦον࠷ 

ֶϝϞΞʔϧୈ ר8 (2017), ຊֶձ.

[2] J.Lott and C. Villani, “Ricci curvature for metric-measure spaces via optimal

transport,” Ann. of Math (2) 169 (2009), no.3, 903-991.

[3] K-T. Strum, “On the geometry of metric measure spaces I,” Acta Math.

196(2006), no. 1, 65-131.

[4] ——, “On the geometry of metric measure spaces II,” Acta Math. 196(2006),

no. 1, 133-177.

[5] C. Villani, “Optimal transport, old and new,” Grundlehren der Mathematis-

chen Wissenschaften(2009), vol. 338, Springer-Verlag.



Enhanced Decorated Teichmüller Space

ޱࡾ ༤େ
େࡕେֶେֶӃ ཧֶڀݚՊ ֶઐ߈ ത࢜ 2

ඪ͖ࣝۂۂ໘ͷۭؒͰ͋Δ TeichmüllerۭؒΧεϓڥքʹใΛ༩͑ͨۂ໘ͷۭؒͱ͠

ͯͷ༷ʑͳ֦ுΛͪ࣋, ͦΕΒཧܗ֯ࡾׂʹΑͬͯఆ·ΔେҬతͳ࠲ඪΛͭ࣋͜ͱ͕ΒΕ

͍ͯΔ. Βʹ֦ு͞Εͨͭ࣋͞໘ͷͦͷΑ͏ͳͷใΛ͋Θͤۂ TeichmüllerۭؒΛఆٛͯ͠, ಉ

༷ͳύϥϝʔλ͚͕Ͱ͖Δ͔ௐΔ.

S ΛίϯύΫτͳڥք͖ۂ໘͔Β༗ݸݶͷΛআ͍ͨͷͱ͢Δ. আ͔Εͨͷ͏ͪ, ໘ͷۂ

෦ʹ͋ΔͷΛ݀, .ք্ʹ͋ΔͷΛεύΠΫͱΑͿڥ

ఆٛ 1. (enhanced Teichmüllerۭؒ)

༗ݶ໘ੵͰΧεϓ, ดଌઢڥք, ແݶଌઢڥքΛͭ࣋͜ͱΛͨ͠ڐ S ͱಉ૬ͳඪ͖ࣝۂۂ

໘ͰดଌઢڥքͦΕͧΕʹූ߸Λ༩͑ͨͷશମͷۭؒΛ S ͷ enhanced Teichmüllerۭؒͱ͍

͍, T x(S)ͱද͢.

ఆٛ 2. (decorated Teichmüllerۭؒ)

༗ݶ໘ੵͰΧεϓ, ແݶଌઢڥքΛͭ࣋͜ͱΛͨ͠ڐ S ͱಉ૬ͳඪ͖ࣝۂۂ໘ͰΧεϓ, ε

ύΠΫͦΕͧΕʹϗϩαΠΫϧΛ༩͑ͨͷશମͷۭؒΛ Sͷ decorated Teichmüllerۭؒͱ͍͍,

T a(S)ͱද͢.

ͨͩ͠, ্ͷఆٛʹ͓͍ͯดଌઢڥքڥքۂઢΛۂ໘ʹؚΊͣ, ແݶଌઢڥքڥքۂઢ

Λۂ໘ʹؚΊΔͷͱ͢Δ. ͜Ε, ดଌઢڥքΛ S ͷ݀ͱରԠͤ͞ΔͨΊͷཁͰ, ඞཁ͕͋

Εۂۂ໘ΛඋԽͯ͠ڥքۂઢΛۂ໘ʹؚΊΔͱ͑ߟΔ͜ͱ͋Δ.

ΧεϓΛดଌઢڥքͷୀԽͱͯ͠ݟΔͱ͖, ͦΕʹਵͨ͠ϗϩαΠΫϧڥք͔Βͷڑ

.ઢͷୀԽͱͯ͠ಘΒΕΔۂ ͜ͷ͜ͱ͔Β, 2ͭͷ Teichmüllerۭؒͷࣗવͳ֦ுΛ࣍Ͱఆٛ͢Δ.

ఆٛ 3. (enhanced decorated Teichmüllerۭؒ)

༗ݶ໘ੵͰΧεϓ, ดଌઢڥք, ແݶଌઢڥքΛͭ࣋͜ͱΛͨ͠ڐ S ͱಉ૬ͳඪ͖ࣝۂۂ

໘ͰดଌઢڥքͦΕͧΕʹූ߸ͱڑۂઢΛ༩͑ͯ, Χεϓ, εύΠΫͦΕͧΕʹϗϩαΠΫ

ϧΛ༩͑ͨͷશମͷۭؒΛ S ͷ enhanced decorated Teichmüllerۭؒͱ͍͍, T (S)ͱද͢.

ΓΛ S ͷ݀ͱεύΠΫΛͱͨ͠ܗ֯ࡾׂͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, Γ S ͷ Teichmüllerۭؒʹ

ଐ͢Δۂۂ໘ͷཧܗ֯ࡾׂͱݟͳͤΔ. Γͷลͷ͏ͪ S ͷ෦ʹ͋ΔͷΛ෦ลͱ͍͍,

ΓͷลશମΛ E(Γ), ෦ลશମΛ intE(Γ)Ͱද͢.

T x(S) Γͷ֤෦ลͰͷႩஅΛͱΔ͜ͱͰ R#intE(Γ) ͱಉ૬ͱͳΓ, T a(S) Γͷ֤ลͰͷ

λ-͞ΛͱΔ͜ͱͰ R#E(Γ)ͱಉ૬ͱͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ႩஅͱͦͷลͰͷཧܗ֯ࡾͷ

షΓ߹Θͤͷූ߸͖ͣΕͷ͜ͱͰ͋Γ, λ-͞ͱͦͷลͷ྆ΛϗϩαΠΫϧͰΓऔͬͨଌ

ઢͷූ߸͖͞ͷ͜ͱͰ͋Δ.

T (S)Ⴉஅ, λ-͞, ֤ͦͯ݀͠ͷූ߸͖ڥք͞ΛͱΔ͜ͱͰಉ͡Α͏ʹύϥϝʔλΛͱΔ

͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͨͩ͠, Χεϓͷڥք͞ 0ͱΈͳ͠, ลͷ͕ดଌઢڥքʹରԠ͍ͯ͠Δ



߹ λ-͞ΛͱΔͱ͖ลΛڑۂઢͰΓऔ͍ͬͯΔͷͱ͢Δ. ,ք͞ͱႩஅڥ λ-͞ͱ

Ⴉஅʹ͕ؔ͋ΔͷͰ, ͜ͷύϥϝʔλදࣔҰରҰͰͳ͘, ૉʹ࣍ͷ໋Λ͑ߟΔ͜ͱ͕

Ͱ͖Δ.

໋ 4. ք͞ͱڥ λ-͞ΛͱΔରԠʹΑͬͯ, T (S) R#E(Γ) ×R#P ͱಉ૬Ͱ͋Δ. ͨͩ͠, P

 S ͷ݀શମΛද͢.

Ⴉஅ͕ܾఆ͢Εඪ͖ࣝۂۂ໘͕ఆ·Γ, ͦͷͱͰ λ-͔͞ΒϗϩαΠΫϧͱڑۂઢ

͕ఆ·ΔͷͰ, T (S)ͷٯରԠ͕Ͱ͖Δ. Αͬͯ, ,ք͞ͱႩஅڥ λ-͞ͱႩஅͷؔΛද͢ํ

ఔࣜΛႩஅʹ͍ͭͯղ͘͜ͱ͕, .͢Δे݅Ͱ͋ΔߏରԠΛٯ શͯͷล͕ 1ͭͷεύΠΫʹ

গͳ͘ͱҰํͷΛͭ࣋Α͏ͳܗ֯ࡾׂΛ͑ߟΔͱ, ༩͑ΒΕͨڥք͞ͱ λ-͔͞ΒႩஅ

ΛಘΔํఔ͕ࣜ؆୯ʹղ͚ΔͷͰ, .Δ͍͕͑࣍

ิ 5. S ͕ 1ͭҎ্ͷεύΠΫΛͭ࣋ͱ͖, ্ͷ໋͕ΓཱͭΑ͏ͳ S ͷܗ֯ࡾׂΛߏ͢

Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

·ͨ, ϑϦοϓͱΑΕΔܗ֯ࡾׂͷͱΓ͔͑ʹ͓͚ΔجຊతͳมܗͷલޙͰ λ-͞ύϥϝʔ

λͷରԠ͕ҰରҰͰ͋Δ͜ͱ͔Β, .Δ͍͕͑࣍

ิ 6. ্ͷ໋͕Γཱ͔ͭͲ͏͔ S ͷܗ֯ࡾׂʹΑΒͳ͍.

Ώ͑ʹ, S ͕ 1ͭҎ্ͷεύΠΫΛͭ࣋ͱ͍͏Ծఆ T (S)͕େҬతͳ࠲ඪΛͭ࣋͜ͱͷे

݅Ͱ͋Δ.

ఆཧ 7. S ͕ 1ͭҎ্ͷεύΠΫΛͭ࣋ͱ͖, T (S) R#E(Γ) × R#P ͱಉ૬Ͱ͋Δ.
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空間グラフのトポロジーについて 
東京女子大学大学院 理学研究科 数学専攻 M1 

森下 央子 

 

 

定義 1. (グラフ) 

• ( ∅),  : 集合, ∶ → ~⁄  : 写像 ( ~ は ( , )~( , ) による同値関係) 

(1) 3 つ組 = ( , , ) をグラフといい, 特に, = ( ), = ( ), =  と表す. 

(2) ( ) の元を  の頂点といい, ( ) の元を  の辺という. また,  を   の接続関

数という.  

 

定義 2. (空間グラフ) 

グラフ ( ( ), ( ), ) を, 各辺を線分と考えて接続関数に沿って各頂点に接着す

ることで, 自然に位相空間とみなす. このとき, 埋め込み ∶  → ℝ  を  の空間埋め

込みといい, その像 ( ) を  の空間グラフという. 特に  が円周(の非交和)に同相の

とき, ( ) を結び目(絡み目)という.  

 

各辺に向きの入った空間グラフ(結び目, 絡み目)の図式において,  をその交差点の

1 つとする. このとき,  での符号 ( ) を図 1 で定義する. 

 

図 1 

定義 3. (絡み数) 

= ∪ を 2 成分有向絡み目とする.   を  の図式における  と  の間の交

差点とするとき,  

( ) = ( , ) ≝ 1
2 ( ) 

を  の絡み数という. これは整数値の不変量である.  

 

定義 3. (Simon 不変量) 

完全グラフ  と完全 2 部グラフ ,  の辺に図 2 のような向きを与える. 



 

図 2 

 

=  または ,  とするとき,  の隣接していない 2 辺 ,  に対して次の

ように符号 ( , ) = ( , ) を定める. 

・ =  のとき :  

( , ) ≝ ( ) = 1  ( , ) = ,                
−1  ( , ) = , , ,  

・ = , のとき :  

( , ) ≝ ( ) =
1           ( , ) = , , ( , )   

  1           ( , ) = ( , )   ( ∥ )
−1            ( , ) = ( , )   ( ∦ )

 

空間埋め込み : → ℝ  に対し,  の隣接しない 2 辺 ,  について, ( ) の図

式における ( ), ( ) の間の交差点の符号の和を ( ), ( )  とする. このとき,  

( ) ≝ ( , ) ( ), ( )
∩ ∅

 

を,   の Simon 不変量という. これは奇数値の不変量である.  

 

一般のグラフ  については, 絡み数及び Simon 不変量を一般化した Wu 不変量

と呼ばれる空間グラフの不変量が知られている. これは  の配置空間のコホモロ

ジー類として与えられるもので, 現在, この不変量を理解するためにコホモロジ

ー論を基本から勉強しているところである.  

 

参考文献 

[1] 小林 一章, 空間グラフの理論, 培風館, 1995.  

[2] 枡田 幹也, 代数的トポロジー, 朝倉書店, 2002.  



rep-cubeʹ͍ͭͯ

౦େཧֶӃֶܥम࢜ 2

ଜါथߴ

rep-cube  Solomon W.Golomb ʹΑΔ polyomino ͱ rep-tile ͱ͍͏ 2 ͭͷ֓೦ʹணΛಘ্ོͯݪฏ

ͱ Martin L.Demaine ΒʹΑͬͯ͞ڀݚΕ࢝ΊͨͷͰ͋Δɻࠓճͦͷ֓ཁͱɺछʑͷະղܾΛհ

͢Δɻ

1 rep-cubeͷఆٛ

ఆٛ 1 polyominoͱɺ͍ ͔ͭ͘ͷ୯Ґਖ਼ํܗΛลͰͭͳ͗߹ΘͤΔ͜ͱͰಘΒΕΔ࿈݁ͳଟ֯ܗͰ͋Δɻ

polyominoͷྫΛਤ 1ʹࣔ͢ɻ

ਤ 1 ਖ਼ํܗ ΒΕΔ࡞ͰͰ·ݸ3 polyomino

͜ͷ polyominoʹ͍ͭͯ࣍ͷ͕͑ߟΒΕΔʀ

 1 ཱํମͷల։ਤͰ͋ΔΑ͏ͳ polyominoΛ͍͔ͭ͘ͷ polyominoʹׂ͠ɺͦΕΒͯ͢Λཱํମͷ

ల։ਤͱ͢Δ͜ͱͰ͖Δ͔ʁ

͜ͷͷղͱͳΔͷΛ rep-cube*1ͱ͍͍ɺಛʹׂޙͷల։ਤ͕ͯ͢ಉ͡αΠζͷཱํମʹͳΔΑ͏

ͳ rep-cubeΛਖ਼ଇͳ rep-cubeͱݺͿɻ͜ͷʹର͢Δ͑ޡࡨߦࢼతʹ͍͔ͭ͘ൃ͞ݟΕ͍ͯΔ͕ɺ࣍

ͷʹର͢Δ໌֬ͳղಘΒΕ͍ͯͳ͍ʀ

 2 Ґ n ͷਖ਼ଇͳ rep-cube ͕ଘ͢ࡏΔͨΊͷ n ʹؔ͢Δඞཁे݅ΛٻΊΑɻ͜͜ͰҐ n ͷ

rep-cubeͱ nݸͷཱํମͷల։ਤʹׂ͞ΕΔ rep-cubeͷ͜ͱΛ͍͏ɻ

*1 rep-tileͷཱํମ൛ͱ໋໊ͯ͠͞Εͨɻrep-tileͱࣗݾ૬ࣅͳಉαΠζͷ͍͔ͭ͘ͷਤܗʹׂՄͳଟ֯ܗͷ͜ͱͰ͋Δɻ



2 rep-cubeʹؔ͢Δछʑͷ

ਖ਼ଇͳ rep-cubeʹؔͯ࣍͠ͷΑ͏ͳఆཧ͕ΒΕ͍ͯΔʀ

ఆཧ 1 g ∈ {2, 4, 5, 8, 10, 50}ʹର͠ɺҐ g ͷ rep-cube͕ଘ͢ࡏΔɻ·ͨɺࣗવ k ʹର͠ɺҐ 36gk2

ͷਖ਼ଇͳ rep-cube͕ଘ͢ࡏΔɻ

͜ͷఆཧޡࡨߦࢼʹΑͬͯൃ͞ݟΕͨύλʔϯͷΈ߹ΘͤʹΑΓಋ͔ΕΔɻ͜ΕʹΑΓਖ਼ଇͳ rep-cube

͕ແݶʹଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕ಋ͔ΕΔɻఆཧ 1ਖ਼ଇͳ rep-cube͕ଘ͢ࡏΔ nʹ͍ͭͯͷఆཧͰ͋Δ͕ɺਖ਼ଇͳ

rep-cube͕ଘ͠ࡏͳ͍ nʹ͍͔ؔͯͭ͘͠ͷ͕݅ΒΕ͍ͯΔɻͨͱ͑ɺҐ 3ͷ rep-cubeଘ͠ࡏ

ͳ͍ɻ

ඇਖ਼ଇͳ rep-cubeʹରͯ࣍͠ͷΑ͏ͳ͕͑ߟΒΕΔʀ

 3 ϐλΰϥεʹΑΔ rep-cubeଘ͢ࡏΔ͔ɻͨͱ͑ 5× 5× 5ͷཱํମΛׂ͢Δ͜ͱͰ 3× 3× 3

ͷཱํମͱ 4× 4× 4ͷཱํମΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͔ɻ

͜ͷʹରͯ͠۩ମతͳ߹Ͱ 2ׂͰͷղΒΕ͍ͯͳ͍ɻ͔͠͠ 5ׂ͢ΕՄͰ͋Δ͜

ͱ͕ (3, 4, 5)ͷ߹ʹରͯ͠ΒΕ͍ͯΔɻ

3 ݙจߟࢀ

ݙจߟࢀ

[1] Z.Abel et al.Unfolding and Dissection of Multiple Cubes. in Abstracts from the 19th Japan Conference

on Discrete and Computational Geometry, Graphs, and Games (JCDCGGG 2016), Tokyo, Japan,

September 2ʕ4, 2016, to appear.

[2] Solomon W.Golomb.Polyominoes:Puzzles,Patterns,Problems,and Packings.Princeton Univ.,1996



ώϧϕϧτزԿͷհ

੨ࢁɹ߉ᰌ
େࡕେֶେֶӃཧֶڀݚՊֶઐ߈

ฏ 29  7 ݄ 18 

1 ώϧϕϧτزԿͷఆٛ

·ͣɺϢʔΫϦουۭؒͷ߹ʹ͍ͭͯड़ΔɻώϧϕϧτزԿͱϢʔΫϦουۭؒͷɺ

ۭͰͳ͍༗ք։ತ෦ू߹ Cͱɺ࣍ͷํ๏ͰఆΊͨ C্ͷڑ̳ؔͱͷʢC,d)ͷ͜ͱ

Ͱ͋Δɻɹ

ɹ C্ͷҟͳΔ̎ p,q ʹରͯ͠ɺઢ pqͱ CͱͷަΛ֤ʑa,bͱ͢Δɻୠ͠ɺ aͷํ

Λ p͔Β q͏͔ઢͱ Cͱͷަͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ

d(p, q) = log
|ap||bq|
|aq||bp| .

ୠ͠ɺ|xy|̎ x,yͷϢʔΫϦουڑͱ͢Δɻ·ͨ pͱ q͕ಉ͡Ͱ͋Δͱ͖ɺd(p,q)=0

ͱఆΊΔɻɹ

ɹ࣮͜ͷ dͷఆٛʮઢ paઢ pqΛԿഒͨ͠ͷ͔ʯɺʮઢ qbઢ qpΛԿഒ͠

ͨͷ͔ʯͱ͍͏ྔʹͷΈґଘ͍ͯ͠ΔͷͰɺϢʔΫϦουڑ͕༩͑ΒΕ͍ͯͳ͘ͱ dΛ

ఆٛͰ͖Δɻ·ͨɺઢ abΛ࣮͔Βઢۭؒܗͷࣸ૾ͱΈΕɺʮತू߹ C͕༗ք։ू߹

Ͱ͋Δʯͱ͍͏݅ΛʮCͷઢ abʹΑΔҾ͖͕࣮͠ઢͷ༗ք։۠ؒʹͳ͍ͬͯΔʯ

ͱ͍͏݅ʹॻ͖͑Δ͜ͱʹΑͬͯɺώϧϕϧτزԿͷఆٛΛҰൠͷແݩ࣍ݶΛؚΊͨઢܗ

ۭؒʹ֦ு͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

2 ώϧϕϧτزԿͱଞͱͷؔ

2.1 ώϧϕϧτزԿͱϙΞϯΧϨσΟεΫ

ώϧϕϧτزԿͷҰͭͷྫͱͯ͠ɺ̎ݩ࣍ϢʔΫϦου্ۭؒͷݪத৺ͷ୯Ґԁ൫ DΛ

্ͷఆٛʹ͓͍ͯͷ Cͱͨ͠ͷɺʢDɺdʣΛ͑ߟΔɻ͜ͷͱ͖ɺʢDɺdʣϙΞϯΧϨσΟ

εΫ (D,Л)ͱͷؒͷɺ࣍ͷมЇΛͭɻ

Φʢzʣ=
z

1 +
√
1− |z|2

.

ɹୠ͠ɺDΛෳૉฏ໘্ͷ୯Ґԁ൫ͱಉҰͨ͠ࢹɻ

ಛతͳͷ (Dɺdʣʹ͓͚Δଌઢ͕ઢͱͳ͍ͬͯΔ͜ͱͰ͋Δɻ·ͨɺЇʹΑΓɺώϧ

ϕϧτزԿϙΞϯΧϨσΟεΫͷ 1ͭͷҰൠԽͱ͑ߟΒΕΔɻ



2.2 ਲ਼ͱPerron-Frobeniusͷఆཧ

ώϧϕϧτزԿ࣮ઢۭؒܗͷɺ͋Δਲ਼্ʹఆΊΒΕΔٖڑۭؒʹ͓͍ͯɺਲ਼ͷஅ໘Λ

Δɻৄ͘͠ɺKΛਲ਼ͱͯ͠ɺK্ͷ͑ࢥͷͱͨݟ 2 p,qʹରͯ࣍͠ͷٖڑ dΛఆ

ΊΔɻ

d(p, q) = log
M(p, q)

m(p, q)

M(p, q) = inf{λ ≥ 0|λq − p ∈ K},m(p, q) = sup{λ ≥ 0|p− λq ∈ K}.

͜ͷਲ਼্ͷٖڑݪΛ௨Δઢ্ͷ 2ΛಉҰ͢ࢹΔ͜ͱʹΑͬͯڑͱͳΔɻͦ͜

Ͱɺ͜ͷಉؔͷશදܥͱͯ͠ਲ਼ͷԣ͖ͷஅ໘ΛͱΔͱɺͦͷஅ໘্ͷώϧϕϧ

τزԿͱ͜ͷڑҰக͢Δ͜ͱ͕͔Δɻ͜ͷํݟʹΑͬͯ࣍ͷఆཧඋڑ্ۭؒͷॖ

খࣸ૾ͷݪཧͱ͑ࢥΔɻ

ఆཧʢPerron-Frobeniusʣ1AΛ nݩ࣍ϢʔΫϦουۭ͔ؒΒͦΕࣗͷઢ૾ࣸܗͰɺউ

खͳ 0Ͱͳ͍ɺ֤͕ 0Ҏ্Ͱ͋ΔϕΫτϧͯ͢ AʹΑ֤͕ͬͯਖ਼ͱͳΔͷ

ʹࣸ͞ΕΔͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ֤͕ਖ਼ͷϕΫτϧ͇͕ͱΕɺҙͷɺ֤͕ 0Ҏ্ͷඇ

0ͷϕΫτϧΛ AͰ܁Γฦࣸͨ͠͠ͷ͇ͷํऩଋ͢Δɻ

3 ώϧϕϧτزԿͷڀݚͱhorofunction compactification

ݚΘΕ͍ͯ·͢ɻͦͷߦͷܾఆ͕܈Կͷมزͷώϧϕϧτݩ࣍ݶͰແڀݚͷۙ࠷

ख๏ͷڀ 1ͭͱͯ͠ɺhorofunction compactificationͱ͍͏ڑۭؒͷίϯύΫτԽ͕͋Γ·

͢ɻ͜ͷίϯύΫτԽڑ্ۭؒͷ֤Λͦͷڑ্ۭؒͷ࣮ؔͱରԠͤ͞Δ͜ͱʹ

ΑͬͯڑۭؒΛۭؔؒʹҠͯ͠ดแΛͱΔͷͰ͢ɻ͜ΕΛௐΔʹؔղੳͷࣝΛ

ඞཁͱ͠จΛಡΉͷ͕େมͳͷͰ͕͢ɺhorofunction compactificationҰൠͷڑۭؒʹ

͓͍ͯఆٛ͞ΕΔͷͰɺώϧϕϧτزԿʹݶΒͣڵࡏݱຯΛ͍ͬͯΔͷͷ 1ͭͰ͢ɻ

ݙจߟࢀ

[1] Athanase Papadopoulos, Marc Troyanov ,Editorsh Handbook of Hilbert GeometryʱEu-

ropean Mathematical Society

[2] Elon Kohlberg,John W. PrattʰThe Contraction Mapping Approach to the Perron-

Frobinius Theory: Why Hilbelt’s Metric?ʱMathematics of Operations Research

[3] Cormac WalshʰHilbert and Thompson Geometries Isometric to Infinite-Dimensional

Banach SpacesʱarXiv:1610.07508v1

1ৄ͘͠ͳ͍Ͱ͕͢ɺ͜ͷఆཧֶࡁܦͰͷԠ༻͕͋ΔΒ͍͠Ͱ͢ɻ



ۭؒۂݩ࣍2
খౡ ढ़༞

ຊେֶ૯߹ૅجՊֶڀݚՊٿใཧՊֶઐ߈ म࢜ 1

͡Ίʹ

Δલͷ͑ߟΛۭؒۂݩ࣍Կֶʹ͍ͭͯհ͠·͢ɻ3زۂճࠓ 2

Λఆٛ͠ɺͲΜͳۭ͔ؒΛհ͠·͢ɻۭؒۂݩ࣍

ఆٛʢ2ݩۭ࣍ؒۂʣ

ds2 = dx2+dy2

y2 ͱ͍͏ྔܭΛͭH2 = {z = x + iy ∈ C|y > 0}Λ ࣍2

ͱ͍͏ɻۭؒۂݩ

H2ͷଌઢʢڑΛ࠷খԽͨ͠ઢʣH2ͷڥքR∪ {∞} = {x+
iy|y = 0} ͪΐ͏Ͳ֯ʹަΘΔઢԁͰ͋Δɻͭ·Γɺଌઢਨͳ
ઢ͔Βͳ͓ͬͯΓɺC ͷ࣮࣠ͱਨʹަΘΓɺ্࣮࣠ͷத৺Λͭ࣋ԁͰ
͋Δɻ

ࣸ૾ྔܭΛอͭɺ͕ͨͬͯ͠ಓͷ͞໘ੵͳͲ͕อͨΕΔɻH2

ͷࣸ૾ͷ܈ଌઢͰ্ͷฏ໘ͷઢରশҠಈʢసʣʹΑͬͯੜ

͞ΕΔɻ͖Λอͭࣸ૾ͷ܈PSL(2,R )ͱ͍͏܈Ͱ͋ΓɺҰ࣍

มͱͯ͠࡞༻͢Δɻͭ·ΓɺPSL(2,R)ͷݩA͕

A =

(
a b

c d

)

Ͱ༩͑ΒΕͯɺͦͯ͠ ad− bc = 1Ͱ͋Δͱ͖ɺCͷݩAz

Az = az+b
cz+d

Ͱ༩͑ΒΕΔɻ

Ұ࣍มԁΛԁɺઢΛઢม͢Δɻ

͋Δ ∂H2ͷ 3ͭͷ z1, z2, z3Λ༩͑ΒΕɺz1Λ 1ɺz2Λ 0ɺz3
Λ∞ Ҡ͢H2ͷࣸ૾͕ଘ͢ࡏΔʢexerciseʣɻͦΕ ∂H2 ্ͷ͋Δ

ҟͳͬͨ 3Λ͋Δҟͳͬͨଞͷ 3ʹҠ͢H2ͷࣸ૾͕ଘ͢ࡏΔʹ

ै͏ɻ

Example3,1͞ͷࢉܭ

H3 ͷ 2ؒͷڑઢͷ͞Λ͠ࢉܭ·͢ɻ͢ࢉܭΔํͷ 1ͭ

 2ΛҠࣸ͢૾ΛΑΓ୯७ͳֆʹ͋ͯΊΔ͜ͱͰ͋Δɻྫ͑ɺ

aͱ bΛͦΕͧΕ cͱ dʹҠࣸ͢૾Λ͚ͭݟͳ͍͞ʢcͱ d ͷ࣮࣠ͷ

ඪ࠲ 0Ͱ͋Δͱ͢Δʣɻ࣮ࡍɺc 0 + i ∈ Cͱ͍͏Ͱ d 0 + it ∈ C
ͱ͍͏͋ΔͰ͋Δͱ͑ߟΔ͕ࣄͰ͖Δɻ

0 + iͱ 0 + itͷؒͷڑΛ͢ࢉܭΔ 1ͭͷํ๏ɺs = 1͔Β s = t

ͷಓͷ͞ γ(s)=(0 + is )Λ͚ͭݟΔ͜ͱͰ͋Δɻ



Dist(a, b)=
∫ t
1 ||γ́||hypds

=
∫ t
1 ||γ́||Eucl

1
sds

=
∫ t
1

1
sds

=log(t)

d

c

a

b



ਵํʍٿߣ4 Kirbyऺ߲

যฐƏՀص ∗

ΤђʆʎƒXn ʱۈɬೝɰʨʫɾ˅̅ˣˁ˚њಣഒ nٿߣਵํʇɸʪ.

1 Introduction

Əචౙʆʎ 4 ɸߪʮɺʱਵํʍˡ̅˛˽ʍ୍ʩٿߣ Kirbyऺ߲ƒʝɾɼʍˡ̅˛˽ഒ҈

ɪʨଜʝʪਵํɫಣഒடਂʆɡʪɪʈɥɪ౧ଜɸʪիƒKirbyޟكʊʃɣʅ҈জɸʪ.

2 ਵํʍˡ̅˛˽ഒ҈

hk = Dk ×Dn−k ʱ (n ʍ)k-ˡ̅˛˽ƒ{0}ٿߣ ×Dn−k ʱ belt sphere ʇڐʕ. Xn ʊඨʠܦ

ʞ ϕ : ∂Dk × Dn−k → ∂X ʆ hk ʱ୍ʩʮɺɾਵํʱ Xn ∪ϕ hk ʇɮɲʇʇɸʪ. ϕ ʱ

attaching mapƒ ϕ(∂Dk × {0})ʱ ϕ ʍ attaching sphere(றʊ k = 2ʍʇɬʎ attaching circle)

ʇڐʕƓΤ܇ʆK ʇɣɾ࣪ʎ attaching circleʱίළɸʪʡʍʇɸʪ.

ଜձ 1. (ਵํʍˡ̅˛˽ഒ҈)

ਵํ Xn ɫอڎڌʍ k-ˡ̅˛˽ (0 ≤ k ≤ n)ʱ୍ʩʮɺʅமʨʫʪਵํʇಣഒடਂʍʇ

ɬƒXn ʱˡ̅˛˽ഒ҈њఉʇɣɥ.

ଜ 2. [M]

௰ίʍ C∞ ֙പਵํʎˡ̅˛˽ഒ҈њఉʆɡʪ.

 3. [චࢼ]

௰ίʍ C∞ ֙പਵํ Xn ʎʶˏ˚˦ƪʊʧʩߣʍʧɥʉ 0-ˡ̅˛˽ʇ n-ˡ̅˛˽ʱɾɿ 1ʃ

ʇɸʪˡ̅˛˽ഒ҈ʱߡʃʧɥʊʆɬʪ.

Xn = h0 ∪ h1
1 ∪Ʋ ∪ h1

l1
∪ h2

1 ∪Ʋ ∪ h2
l2
∪Ʋ ∪ h1

n−1 ∪Ʋ ∪ hn−1

ln−1
∪ hn.

ɲʍʊʧʩƒX4 ʎʃɭʍʧɥʉˡ̅˛˽ഒ҈ʱߡʃʇєଜɶʅວɣ.

X4 = h0 ∪ h1
1 ∪Ʋ ∪ h1

k ∪ h2
1 ∪Ʋ ∪ h2

l ∪ h3
1 ∪Ʋ ∪ h3

m ∪ h4.

0 ≤ k ≤ n ʉʪ४ॐ k ʊɶʅƒXn ʍ k Τђʍॐʱߡʃɸʘʅʍˡ̅˛˽ʍࡘʱ Xk ʇ

ɶƒɲʫʱ k-ˡ̅˛˽ˮ˙ʵʇڐʕɲʇʊɸʪƓXk ʎ Xn ʍഒਵํʊʉʪ. ʝɾƒˡ̅˛

˽ഒ҈ʧʩ฿ɧʨʫʪਵํʎߣʍ 3ʃʍ৸ݴʆಣഒடਂثʱɪɧʉɣ .[චࢼ]

∗ ඐӌӌٰ֖Ѡॐӌদ۞ࡄȣ , E-mail : nobutakaasano@gmail.com



ଜձ 4. (ˡ̅˛˽ˋ˻ʶ˛)

k-ˡ̅˛˽ʍ attaching sphere ʱ୍ʩʮɴʫʅɣʪ (k − 1)-ˡ̅˛˽ˮ˙ʵʍֻҚࣣʆ

attaching map ʍʶˏ˚˦ƪʊʧʂʅ attaching sphere ʱഷحɶƒk-ˡ̅˛˽ʱஞɪɸ৸ݴʍ

ɲʇƓ

ଜձ 5. (ˡ̅˛˽ʍ֞ࣁ)

2ʃʍˡ̅˛˽ʍφൣʍ attaching circle ʇʡɥφൣʍ belt sphereɫ 1 ʆйછʊڼ⾆ɶʅ

ɣʪʇɬƒɼʫʨʍˡ̅˛˽ʱˡ̅˛˽ഒ҈ɪʨࠪʩ࢜ɮ৸ݴʍɲʇ.

ଜձ 6. (ˡ̅˛˽ʍ১ࡰ)

ˡ̅˛˽ʍ֞ࣁɫ՟ɬʪˡ̅˛˽ʍৠʱљɧʅओɶɣˡ̅˛˽ഒ҈ʱݴʪ৸ݴʍɲʇ.

ɴʅƒਵํʍಣഒடਂثʱٵʅɣɲɥƓߣʍʊʧʩƒˡ̅˛˽ʍ attaching mapʍʶˏ˚

˦ƪʱٔଜɸʫʏ Xn ʍಣഒடਂثʱٔଜɸʪɲʇɫʆɬʪ.

 7. [GS]

h ʱ k-ˡ̅˛˽ƒϕƒϕ′ ʱ attaching map ʇɸʪ. ɲʍʇɬƒϕ ʇ ϕ′ ɫʶˏ˚ƪ˩ʉʨʏ

Xn ∪ϕ h ≃ Xn ∪ϕ′ hʆɡʪ.

ʝɾƒߣʍଜɫ२ʩງʃɲʇɫઢʨʫʅɣʪ.

 8. [LP]

പ 4 ਵํʎٿߣ 2-ˡ̅˛˽ʝʆʍ attaching mapʆಣഒடਂثɫٔଜɴʫʪ.

ʆʎ 2-ˡ̅˛˽ʍ attaching mapʱٵʅɣɲɥ.

3 ʆʎƒ2-ˡ̅˛˽ʍʍ࣪ٿߣ attaching map ʍʶˏ˚˦ƪʎƒattaching circle ϕ(S1 ×

{0}) ⊂ ∂X1 ʆٔଜɴʫʪƓɶɪɶ ʎɲʫɿɰʆʎٔଜʆɬʉɣƓʍ࣪ٿߣ4

ʆʎƒ2-ˡ̅˛˽ʍʍ࣪ٿߣ4 attaching map ʍʶˏ˚˦ƪʱٔଜɸʪɾʠʊƒattaching

circleɿɰʆʉɮǄ҉ǅʍഒʍ߭ำ୩ʱ՝ࡲɸʪҩɫ๗ʆɡʪƓɲʫɫߣʊࡲʘʪ framing

ʆɡʪ.

 9. [GS]

ϕʍʶˏ˚˦ƪʎߣʍ 2ʃʱٔʠʪɳʇʊφʃଜʝʪ.

1 ϕʍ attaching circle K

2 K ⊂ ∂X1 ʍˢ̅˛˽ʍ༄ ν

ৠ (Kƒν)ʱ ϕʍ framing ʇڐʕ.

Τࣣʧʩƒ4ٿߣਵํʍಣഒடਂثʎ 2-ˡ̅˛˽ʍ framingʱٔଜɸʪɲʇʆφίʊଜʝʪɲ

ʇɫഒɪʪƓKirby ऺ߲ʇʎƒɲʍ framingʍ࣮൙ʱ ∂X1 ʊǄɬɶɾǅʡʍʆɡʪ.



3 (றലʉ࣪ʍ)framingʍޟك

X4 ɫ 1-ˡ̅˛˽ʇ 3-ˡ̅˛˽ʱߡɾʉɣʇɬƒframingʎ linking numberʱ๑ɣʅறʄɰ

ʪɲʇɫʆɬʪƓX4 = h0 ∪ h2
1 ∪Ʋ ∪ h2

l ∪ h4 ʱ X4 ʍˡ̅˛˽ഒ҈ʇɸʪ.

 10. [GS]

(Kiƒνi)ʱ h2
i ʍ framingʇɸʪƓKi ʍۈɬʎാթʊ฿ɧʅɩɮƓɲʍʇɬƒKi ʱ νi ʍφʃ

ʍൣۈʊˋ˻ʶ˛ɴɺɾٗʒʱK ′

i ʇɸʪʇ ɬʎۈ) Ki ʇഥۼʇଜʠʪ)ƒKi ʇ K ′

i ʍ linking

numberɫଜʝʪƓɲʍ linking numberʊʧʩ νi ʍʶˏ˚˦ƪɫଜɴʫʪ.

ɲʍʧʩƒ1-ˡ̅˛˽ʇ 3-ˡ̅˛˽ʱߡɾʉɣ 4 ʎƒframingਵํʍ࣪ٿߣ ʍǄ༄ʍ

߭ำ୩ǅʍ࣮൙ɫ linking numberʧʩமʨʫʪɲʇɫʮɪʪƓɲʍ४ॐʱ K ʍ framing ॐʇؤ

ʕƓڐ

4 Kirbyऺ߲

Kirbyऺ߲ʇʎƒX0 (ʃʝʩ 0-ˡ̅˛˽) ʍֻҚʆɡʪ S3 ʊ୍ʨʫʅʪ 1-ˡ̅˛˽ʇ 2-ˡ̅

˛˽ʍΦપʱߪɶɾऺ߲ʆɡʪƓS3 ʱ R3 ∪ {∞}ʇடφߏɶʅƒ1-ˡ̅˛˽ʍ attaching sphere

D3 #D3 ʱ෮࣌ʊɮƓɼɲʊ 2-ˡ̅˛˽ʍ attaching circleʱɬܦʲɿʡʍɫ Kirby ऺ߲

ʆɡʪ.

ແ 11. (S2ࣣʍ S2ਡʍ Kirby ऺ߲)

0-ˡ̅˛˽ʊƒ2-ˡ̅˛˽ʱ 2 ʃƒֻҚʆʍ attaching circle ɫߣʍऺʇʉʪʧɥʊখહɸʪƓ

ɲɲʆ 0 ʇ n ʎ framingؤॐʆɡʪƓɲʍʇɬƒֻҚʍ 3 ਵํʎٿߣ S3 ʊʉʂʅɣʪɾʠƒ

4-ˡ̅˛˽ʱ୍ʩʮɺʪɲʇʆപ ʇɶʅƒɲʍਵํʎࠄߚਵํɫமʨʫʪƓٿߣ4 S2 ࣣʍ

S2 ਡʇʉʪƓɴʨʊƒS2 ࣣʍ S2 ਡʎɲʍۥ२ʆৌʅமʨʫʪƓ

ऺ 1 S
2 ࣣʍ S

2 ਡʍ Kirbyऺ߲

0 n



2ছʆࡲʘɾʧɥʊƒਵํʊˡ̅˛˽ഒ҈ɫ฿ɧʨʫɾߢƒˡ̅˛˽ˋ˻ʶ˛Ɣˡ̅˛˽ʍࣁ

֞Ɣˡ̅˛˽ʍ১ࡰʊʧʂʅਵํʍಣഒடਂثʎഷʆɡʂɾƓɲʫʎφʊٿߣ܊ʍ࣪Ǆٵ

ʪǅɲʇɫʆɬʉɣɫƒ4ٿߣʍ࣪ʎ Kirbyऺ߲ʱ૾ɷʅǄٵʪǅɲʇɫʆɬʪƓKirbyޟكʇ

ʎƒ∂X1 ࣣʍʞʇɶʅߪɴʫɾƒ2-ˡ̅˛˽ʍ attaching circleʍ moveʍɲʇʆɡʪ.

Kirbyऺ߲ · Kirbyޟكʍж๑ʇɶʅƒແɧʏߣʱߪɸɲʇɫʆɬʪ.

 12.

S2 ࣣʍ S2 ਡʱऺ 1ʍ Kirbyऺ߲ʇɶʅʞɾߢƒɼʍಣഒடਂثʎ nʍՃʊʧʂʅʀʦɥʈ

2ʃʍʞʆɡʪ.

 13. [GS]

X4 ʱ 1-ˡ̅˛˽ʇ 3-ˡ̅˛˽ʱߡɾʉɣ ਵํʆƒintersectionٿߣ4 form QX ɫ oddʆɡ

ʪʇɸʪƓɲʍʇɬ X#S2 × S2 ≃ X#CP
2#CP

2 ʆɡʪ.

5 ٯ۵ഞޖ
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[LP] FƓLaudenbach and VƓPoénaruƒA note on 4-dimensional handlebodiesƒBellƓSocƓ

MathƓFrance 100 (1972)ƒ337–344.

[චࢼ] .ƒ2005ƒMorseʍՂƒԶఔ۔චࢼ

[M] JƓMilnorƒMorse theoryƒAnnƓof MathƓStudiesƒ51ƒPrinceton University Pressƒ1963.



Riemann ଟ༷ମ্ͷύεۭؒͰͷ functional inequalities

  (౦େֶ D3)

1 Ϟνϕʔγϣϯ

ύεۭؒͷແݩ࣍ݶղੳ֬ʹ͓͚ΔओཁͳςʔϚͷͻͱͭͰ͋Δɽ͋Δঢ়ଶۭؒ (ଟ༷ମɼάϥϑ)

ͷதΛܦ͕ؒ࣌ա͢ΔʹͭΕͯϥϯμϜʹಈ͘ྔͱ͍͏ͷΛֶతʹఆࣜԽͨ͠ͷ͕֬աఔͰ͋Δ͕ɼ

֬աఔΛ͑ߟΔ͜ͱͱ [0, 1]  [0,∞) ͔Βঢ়ଶۭؒͷ࿈ଓࣸ૾શମͷۭؒ (ͭ·Γύεۭؒ)্ʹ֬ଌ

Λ༩͑Δ͜ͱ”ಉ”Ͱ͋Δͱ͍͑Δɽͬͱయܕతͳྫ Rn ্ͷύεۭؒʹ Wiener ଌΛ༩͑Δ

͜ͱͰ͋Δɽ͜ͷΑ͏ͳۭ֬ؒΛղੳ͢Δ͜ͱͱ Rn ্ͷ Brown ӡಈͱΑΕΔͬͱయܕతͳ֬ա

ఔΛղੳ͢Δ͜ͱຊ࣭తʹಉͰ͋Δɽͯ͞ɼঢ়ଶۭؒͱͯ͠”͕ͨͬۂ”ۭؒΛͯ͑ߟύεۭؒΛղੳͨ͠

Β”͍͕ͯͬۂͳ͍”߹ͱൺͯͲ͏ͩΖ͏͔ͱ͍͏͍ࣗવͰ͋Ζ͏ɽ”ύεۭؒΛղੳ”ͱେࡶʹड़

͕ͨԿΛͬͯ”ղੳ”ͱ͍͏͔༷ʑ͕ͩ͜͜Ͱ FIͱΑΕΔͷʹண͢Δɽͭ·ΓͲͷΑ͏ͳύε

ۭؒͳΒ FI͕Γཱ͔ͭʹ͍ͭͯௐ͍ͯ͘ɽવͦΕঢ়ଶۭ͕ؒͲ͏ͳ͍ͬͯΔ͔ʹґଘ͢Δɽͭ·

Γঢ়ଶۭؒͷزԿֶతͳใ͕ύεۭؒͷղੳʹʹؔΘͬͯ͘Δɽ

2 ༿ͷ४උݴ߸ه

M Λ n උ࿈݁ݩ࣍ Riemann ଟ༷ମͱͯ͠ x ∈ M Λݻఆ͢Δɽ·ͨ ∂M = ∅ ͱ͢Δɽ x Λ࢝

ͱ͢Δ Brown ӡಈΛ X = {Xt}0≤t≤1 ͱ͢ΔɽޙࠓɼಛʹஅΒͳ͍ݶΓ M ֬తඋͰ͋Δͱ͢Δɽ

ͳఆٛলུ͢Δ͕͜Εີݫ) M ্ͷ Brown ӡಈ͕༗ؒ࣌ݶʹരൃ͠ͳ͍͜ͱΛԾఆ͢Δͱ͍͏͜ͱͰ

͋Δ) ͢Δͱ x Λ࢝ͱ͢Δ [0, 1] ্ͷ࿈ଓؔશମͷۭؒ

Px(M) := {γ ∈ C([0, 1];M) | γ(0) = x}

ʹ M ্ͷ Brown ӡಈ X Ͱ X0 = x ΛΈͨ͢ͷ͔ΒࣗવʹఆΊΒΕΔ Brownian measure µx ͕ೖΔɽ

͜ͷͱ͖ۭ֬ؒ (Px(M), µx) Λύεۭؒͱ͍͏ɽύεۭؒ Px(M) ্ͷ֬ม F : Px(M) → R ʹର͠
ͯͦͷظΛ

E[F ] :=

∫

Px(M)
F (γ)dµx

ͰఆΊΔɽ·ͨύε্ۭؒͷ Lp ϊϧϜ (1 ≤ p < ∞) Λ ∥·∥p ͱ͓͘ɽ͢ͳΘͪ

∥F∥p := E[|F |p]1/p (1 ≤ p < ∞)

ͱ͓͘ɽ

FI ʹ༷ʑͳλΠϓ͕͋Δ͕͜͜Ͱର Sobolev ෆࣜͱ Poincaré ෆࣜʹ͍ͭͯड़Δɽର

Sobolev ෆࣜ Ornstein-Uhlenbeck ܈ͷॖখੑ (hypercontractivity) ͱಉͰ͋ΓɼPoincaréෆ



ࣜ Ornstein-Uhlenbeck ܈ͷੜ࡞༻ૉͷεϖΫτϧΪϟοϓͷଘࡏͱಉͰ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔͨ

Ί FIͷதͰಛʹॏཁͳͷͷͻͱͭ (;ͨͭ)Ͱ͋Δɽ͋Δఆ C > 0 ͕ଘͯ͠ࡏ

E[F 2 logF 2] ≤ C

∫

PxM
⟨DF,DF ⟩H dµ+ ∥F∥22 log ∥F∥22 (F ∈ FC∞

b )

͕Γཱͭͱ͖ɼର Sobolev ෆࣜ (Ҏ߱ LSI ͱུه) ཱ͕͢Δͱ͍͍ɼ

∥F∥22 − ∥F∥21 ≤ C

∫

PxM
⟨DF,DF ⟩H dµ (F ∈ FC∞

b )

͕Γཱͭͱ͖ɼPoincaré ෆࣜ(Ҏ߱ PIͱུه)ཱ͕͢Δͱ͍͏ɽ͜͜Ͱ FC∞
b  smooth bounded

cylindrical function શମͷू߹Ͱ͋ΓD  Malliavin ղੳͷҙຯͰͷඍ࡞༻ૉͰ͋Γ ⟨·, ·⟩H  Cameron-

Martin ੵͰ͋Δɽৄࡉলུ͢ΔɽҰൠతʹ LSI ͔Β PI ͕ಋ͔ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ

3 Functional inequalities

ύε্ۭؒͰ FI͕ΓཱͭͨΊʹ M ͷزԿֶతͳใ͕ॏཁͱͳΔɽ

ఆཧ. (1) Px(Rn) ্Ͱ LSI͕Γཱͭɽ([2] Gross,1975)

(2) M ͕ίϯύΫτͳΒ Px(M) ্Ͱ LSI͕Γཱͭɽ([1] Aida-Elworthy,1995)

(3) M ͕ඇίϯύΫτͰ Ricci ͕༗քͳΒۂ Px(M)্Ͱ LSI͕Γཱͭɽ([3] Hsu,1997)

Ricci ͕ඇ༗քͳ߹Ͳ͏ͳΔ͔ͱ͍͏͍ࣗવͰ͋Δ͕ۂ LSI PIʹ͍ͭͯ (ΔݶΓͰ)ઌ

Ռͳ͍ɽ͔͠͠ऑ݁ߦ Poincaréෆࣜ (WPI)ͱ͍͏”গ͠ऑ͍”ܗͷ FIʹؔͯ࣍͠ͷ݁Ռ͕͋ΔɽWPI

ͷఆٛলུ͢Δɽ

ఆཧ. (1) Ricci εϐʔυ͕͋Δఔ͑ΒΕ͍ͯΕࢄͷൃۂ Px(M) ্Ͱ WPI ͕Γཱͭɽ([4]

Wang,2004)

Wang ࣗͷ݁ՌΛ౿·͑ͨ͏͑Ͱ [4]Ͱ࣍ͷΛఏͨ͠ىɽ

. M ʹ֬తඋੑҎ֎ͷۂ݅ΛҰ՝ͣ͞ʹ Px(M)্ͰWPIཱ͢Δ͔ɽ

͜ͷ࣌ݱͰ෦తͳղ͔͠ಘΒΕ͍ͯͳ͍ɽ

ݙจߟࢀ
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フラクタル集合

渡邉天鵬

大阪大学大学院理学研究科数学専攻　博士前期課程 2年

導入

自然界には海岸線や植物の葉など，「フラクタル」的性質を持つものが多数存在する（図
2 参照）．フラクタル集合に対して，エルゴード理論などの解析学的な手法を用いた研究
が行われている．本稿では，代表的なフラクタル集合として自己相似系の不変集合を定義
し，トポロジーという新たな視点からフラクタル集合を分析する手法を紹介する．

1 フラクタル集合の作り方
定義 1.1. 空でないコンパクト距離空間を (L, d) とし，fi : L → L (i = 1, . . . ,m) を
連続写像とする．このとき，L = (L, (f1, . . . , fm)) が（前方）自己相似系であるとは，
L =

⋃m
i=1 fi(L) となることをいう．L を L の不変集合という．

p

p p

1

2 3

図 1 シェルピンスキーガスケット



定理 1.2 (不変集合の存在). (X, d) を完備距離空間とする．X 上の縮小写像
f1, f2, . . . , fm に対し， X の空でないコンパクト集合 L が一意に存在して，
L =

⋃m
i=1 fi(L) が成立する．

例 1.3 (シェルピンスキーガスケット). m = 3 として，C 上の縮小写像 fi(z) =
1
2 (z − pi) + pi (i = 1, 2, 3) を考える．p1, p2, p3 ∈ C を頂点とする三角形が正三角形のと
き， f1, f2, f3 が定める不変集合をシェルピンスキーガスケットという（図 1）．

2 相互作用ホモロジーの定義と応用
自己相似系 L = (L, (f1, . . . , fm)) を考える．W := {1, . . . ,m} とおき，

ω = (ω1,ω2, . . . ,ωk) ∈ W k に対して　 fω(L) := fωk ◦ · · · ◦ fω2 ◦ fω1(L) と定め
る．相互作用コホモロジーは，第 k 世代のミニチュア fω(L) たちの重なり具合を Čech

コホモロジーのように計算し，k → ∞ の極限をとることによって定義される：

• 各 k ∈ N に対して，L の被覆を Uk = Uk(L) := {fω(L) |ω ∈ W k} によって定
める．

• 被覆 Uk の脈体 (nerve)を Nk = Nk(L) とおく．すなわち，W k の各元を頂点と
し，

⋂r
j=0 fωj (L) ̸= ∅ となる組 (ω0,ω1, . . . ,ωr) （ωj ∈ W k は互いに相異なる）

を r-単体とする単体複体である．
• 単体写像 φk : Nk+1 → Nk を頂点 (ω1, . . . ,ωk,ωk+1) に対し頂点 (→ (ω1, . . . ,ωk)

を対応させることによって定義する．
• R を Z 加群とし，p ∈ N∪{0} とする．単体複体 Nk の R 係数 p 次コホモジー群を
Ȟp(L;R)k と記す．単体写像 φk は加群の準同型 φ∗

k : Ȟp(L;R)k → Ȟp(L;R)k+1

を誘導する．
• 順系 {Ȟp(L;R)k, φ∗

k}k∈N の順極限を Ȟp(L;R) と記し，L の R 係数 p次相互作
用コホモロジー群という．

相互作用コホモロジー群を考えることには，次のような利点がある．まず，相互作
用コホモロジー群は自己相似系の不変量であり，Ȟp(L;R) から L の Čech コホモロ
ジー群 Ȟp(L;R) への自然な射がある．各 fi (i = 1, . . . ,m) が縮小写像のときこれは
同型であるが，k が増加するときの rank Ȟp(L;R)k の増大率 gp(L) は自己相似系の不
変量になっている．また，この射は一般には同型でなく，相互作用コホモロジー群の
方が力学系の振る舞いや複雑さをより正確に反映している．実際，二つの自己相似系



L1 = (L1, (f1, . . . , fm)),L2 = (L2, (g1, . . . , gn)) に対して，L1 と L2 が同相だが相互作
用コホモロジー群が同型でない例が存在する．
フラクタル次元のような既存の解析的手法では，不変集合 L のミニチュアたちが複雑

に重なるときには計算することが非常に難しい．それに比べて，相互作用コホモロジー群
は計算が比較的容易であり，ミニチュアが重なっている状況でも Ȟp(L;R) 及び gp(L) を
計算できる場合がある．

3 補足
相互作用コホモロジー群と同様にして，相互作用ホモロジー群及び相互作用ホモ

トピー群を定義できる．また，L =
⋃m

i=1 f
−1
i (L) （と少しの条件）を満たす関数系

{f1, f2, . . . , fm} と空でないコンパクト集合 L の組を後方自己相似系という．後方自己
相似系についても，相互作用（コ）ホモロジーなどを定義できる．

図 2 バーンスレイのシダ（[3]）
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結び目カンドル

阿部 綾乃
東京工業大学 理学院数学系数学コース 修士 1年

1 カンドル
Definition 1.1 集合X とX 上の 2項演算 ∗ : X×X → X の組 (X, ∗) がカンドル (quandle)

であるとは、次の条件３つを満たすときをいう

(q1) ∀x ∈ X, x ∗ x = x

(q2) ∀x, y ∈ X, ∃!z ∈ X, s.t. z ∗ y = x

(q3) ∀x, y, z ∈ X, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)

また、演算 ∗ が (q2), (q3) のみを満たすとき組 (X, ∗) をラック (rack)という

Lemma 1.2 上の条件 (q2) は次の条件 (q2’) に置き換えられる.

(q2’) ∃∗̄ : X ×X → X, s.t. ∀x, y ∈ X, (x ∗ y)∗̄y = (x∗̄y) ∗ y = x

このとき, (X, ∗̄) もまたカンドルになり, これを (X, ∗) の双対カンドルという.

2 カンドルによる coloring

D: oriented knot(link) diagram, X: カンドル
Arc(D) := {a1, a2, ..., an} : Dを構成する弧の集合

Definition2.1 c : Arc(D) → X が交差 v において彩色条件 (coloring condition)を満たすと
は, v 周りで (図 1)のようになっているとき, 次の条件を満たすことをいう.

c(ai) ∗ c(aj) = c(ak) (1)

図 1

c : Arc(D) → X が D のカンドル X による X −彩色(coloring)とは, 全ての交差において彩色
条件を満たすことをいう。



カンドル X による D の X 彩色の集合を ColX(D), その濃度を colX(D)と表し X 彩色数という.

Proposition2.2 2 つの diagram D, D′ が同値な oriented knot(link) を表すとき,

ColX(D) と ColX(D′) の間に全単射が存在する. 特に colX(D) は oriented knot(link) の不変量
である.

oriented surface knot についても daiagram を構成する曲面の集合から X への写像を考えるこ
とで, 同様に彩色を考えることができる.

3 結び目カンドル
K: oriented knot(link), N(K): regular neighborhood, p ∈ R3\N(K)

K のmeridian disk Dと, ∂D上の一点から pへ向かう曲線 αの組 (D,α)を考え, そのホモトピー
類 [(D,α)]の全体集合を Q(K, p)で表す.

Definition3.1 Q(K, p)上の 2項演算 ∗ を次のように定める.(図 2)

[(D1,α)] ∗ [(D2,β)] := [(D1,αβ
−1∂D2β)] (2)

この演算によって Q(K, p)はカンドルになる. このカンドル Q(K, p)を K の基本カンドルまたは
結び目カンドルという.

図 2

Theorem3.2 oriented knot K, K’に対して, Q(K) と Q(K ′) が同型ならば K と K’は
weak equivalent. (K とK’が weak equivalent ⇔ ある同相写像 h : R3 → R3 が存在する)

カンドル X に対して群表示 ⟨ x ∈ X | x ∗ y = y−1xy (x, y ∈ X) ⟩が表す群を X の付随群とい
い, As(X)で表す.

Proposition3.3 π(R3\K) と As(Q(K)) は同型である.
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Latin bitrade とトポロジー

東京工業大学　博士課程 3年　村上広樹

Latin bitrade とは partial latin squares のペアのことである. 本稿ではこの latin bitrade とトポロジーの関係につ
いて述べる. ページ数の都合でかなり大雑把なことしか書けていないので, 詳しく知りたい方には参考文献 [1]をご覧い
ただきたい.

1 Latin square

まず, latin bitrade を定義するために必要な latin square の定義を述べる.

定義 1.1 (Latin square). n行 n列の表に n個の異なる記号を、各記号が各行および各列に 1回だけ現れるように並
べたものを Latin square という. nを latin square のオーダーという. 第 1行および第 1列が自然な順序で並んで
いる Latin square を標準形という.

定義 1.2. 何も書いていないマス目がある Latin square を partial latin square という. Filled-in cells の数を
partial latin square の オーダー という.

例 1.3. Latin square と partial latin square の例を挙げる.

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

表 1 Latin square.

1 2 3

1 0 3

2 0 1

3 2 0

表 2 Partial latin square.

定義 1.4. 2つの latin squares について, 一方の行, 列または記号を並べ替えて他方が得られるとき, それらは同型で
あるという.

定義 1.5. 2つの latin squares について, 一方の行, 列または記号の役割を入れ替えて他方が得られるとき、それらは
共役であるという.

2 Latin bitrade

この節では latin bitrade を定義し, その例を見ていく.

定義 2.1. T と T ′ をオーダー n の partial latin squares とする. (T, T ′)が以下の 3つの条件を満たすとき, (T, T ′)

をオーダー n の latin bitrade という.

• T と T ′ で, 数字が入っているマスは同じ.

• T と T ′ で, 同じ数字が入っているマス目は存在しない.

• T の各行 (列)には, T ′ の各行 (列)と同じ数字が入っている.



例 2.2. Latin bitrade の例を挙げる.

1 2 3

1 0 3

2 0 1

3 2 0

表 3 T.

2 3 1

3 1 0

1 2 0

2 0 3

表 4 T’.

12 23 31

13 01 30

21 02 10

32 20 03

表 5 (T, T ′).

注意 2.3. (T, T ′) が latin bitrade であるとき, T を T ′ の disjoint mate という.

3 Separated latin bitrade の種数
最後に, separeted latin bitrade と呼ばれる latin bitrade からグラフが構成できることを述べる. さらに, このグラ

フが埋め込まれている曲面の種数が bitrade の情報から計算できることを見ていく.

定義 3.1. Latin bitrade の各行は alternating permutation を与えるが, その置換が single cycle になっているとき,

latin bitrade は separated であるという. 任意の non-separated bitrade は各サイクルに対応する新たな行, 列また
は記号を加えることで separated に変形することができる.

Latin bitrade (T, T ′)の行, 列および記号の集合をそれぞれ R, C, S と書くことにする. このとき, (T, T ′) からグラ
フ G を構成することができる. 頂点集合を R ∪C ∪ S とし, T に現れた成分同士を辺で結ぶことでグラフ G を得られ
る. 頂点が T に属しているか T ′ に属しているかで面を白か黒に塗り分け, 白い面にある辺に R → C, C → S, S → R

という向きをつける. そうすると白の三角形と黒の三角形が coherent な向きを持つことが分かるので, グラフ G はあ
る向き付けられた曲面に埋め込まれることになる. この曲面の種数を g とすると, Euler の公式から g は

g =
2 + e− f − v

2

=
2 + 3|T |− |T |− |T ′|− |R|− |C|− |S|

2

=
2 + |T |− |R|− |C|− |S|

2

と計算できる.
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